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C. vou Schwantzenbeng 1724

Zie de figuur hiernaast.

De punten P waarvoor d(P, F)=1

liggen op de cirkel met middelpunt F en r =1.

De punten P waarvoor d(P,/)=1

liggen op de lijnen die op afstand 1 van / lopen.

Er is één punt P dat voldoet aan d(P, F)=d(P,/)=1.

Er zijn twee punten P die voldoen aan d(P, F)=d(P,/)=1,5.
Er zijn twee punten P die voldoen aan d(P, F)=d(P,/)=2.
Er zijn twee punten P die voldoen aan d(P, F)=d(P,/)=b5.

Zie de kromme in de figuur hiernaast. (het is een parabool)

P(x, y) op de parabool geeft d(P, F)=d(P,/)

X2+ (y _%p)z =y +%,0 (kwadrateren)

Xaly-tpP=(y+ip¥ T

X2 - py kg =) oy

x? =2py.

Een parabool met brandpunt F(% p. 0) (links van de oorsprong omdat p < 0) en richtlijn /: x = —%p (rechts van de oorsprong).
Het is dus een parabool met top O(0, 0) en de opening naar links (omdat p < 0).

%p =6 = p=12. De parabool (met opening naar rechts = y* = 2px) heeft als vergelijking: y2 =24x.
%p =-8= p =-16. De parabool (met opening naar links = y° = 2px) heeft als vergelijking: y2 =-32x.
%p =-4 = p =-8. De parabool (met opening naar beneden = x* = 2py) heeft als vergelijking: x? = -16y.

%p =3 = p = 6. De parabool (met opening naar boven = x* = 2py) heeft als vergelijking: x? = 12y.

y2 =@pr@ =4p?i%2 =2p-2pa% =2px. 4b y? =(62)> =364 =6-64% =6x. Dus y° = 6x.
Ix=-22 A y=4 Il x=4 A y=322 IIT: x=1 A y=22%+5.

Zie de parabolen in de figuur hiernaast.

Bij de translatie 5 naar rechts moet x vervangen worden door x —5.
Net zo moet je bij de translatie 6 omhoog y vervangen door y —6.

Dus py: y2 = x L) (y -6)% =x-5.
pai y? =-2x —B.8) oy (62 = 2(x-5).

p3 x% =3y L) (x —5)% =3(y - 6).

pa: x2 =4y 108 o (v 52 4y 6)
y2 = x heeft top (0, 0), brandpunt (%, 0) en richtlijn x =
0,0) — -G8 y (015 0+6)=(5, 6).

1,00 08 5 (1,50+6)=(51,6).

-1
7

x:—% _1r.G.6) x:—%+5:4%. S S
Van de parabool (y - 6)2 =x -5 isde top (5, 6), het brandpunt (5%, 6) en de richtlijn x =4
Van p5: y2 = -2x is de top (0, 0), het brandpunt (-1, 0) en de richtlijn x = % dus

van (y — 6)2 =-2(x —b) is de top (5, 6), het brandpunt (41,6) ende richtlijn x = 5%.

Van p3: x? = 3y is de top (0, 0), het brandpunt (O, %) ende richtlijn y = —%, dus

van (x -5)% =3(y - 6) is de top (5, 6), het brandpunt (5, 63) en de richtlijn y =51.

Van py: x? = -4y is de top (0, 0), het brandpunt (0, —1) en de richtlijn y =1, dus

van (x —5)2 =-4(y - 6) is de top (5, 6), het brandpunt (5, 5) en de richtlijn y =7.
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y? +10y =4x -1

(y+5)% -25=4x -1
(y+5)2:4x+24

(y+ 5)2 =4(x + 6). (hiernaast verder)
x2—6x:2y—3
(x-3)2-9=2y-3
(x-32=2y+6

(x - 3)2 =2(y + 3). (hiernaast verder)
y2 +5x+4y=1

y2+4y:—5x+1

(y+2)% —4=-5x+1

(y+2)° =-5x+5

(y+ 2)2 =-5(x —1). (hiernaast verder)
y:—%xz+3x—6

%XZ -3x=-y-6

x%_12x =-4y 24

(x —6)? —36 =4y — 24

(x—6)% =4y +12

(x - 6)2 =—4(y - 3). (hiernaast verder)

17 zfcg.e_ld.n.edcn.
2/2%
)’2 —4x Tr. (-6, -5)
de top (0,0)

het brandpunt (1,0)

de richtlijn x =-1
de as y =0 (de x-as)

de t

x% = 2y
op (0,0)

Tr.(3,-3)

IR R

het brandpunt (0,1)

der

ichtlijn y =—1

de as x =0 (de y-as)

y2 =-bx

de top (0,0)
het brandpunt (-2, 0)

de richtlijn x =3

5

de as y =0 (de x-as)

de t

XZ:—4y

op (0,0)

Tr.(1,-2)

—_—

Tr. (6,3)

— 2y

het brandpunt (0,-1)

der

ichtlijn y =1

de as x =0 (de y-as)

y2:2px M., (y_b)2:2p(x—a).

het brandpunt ($p,0)
de richtlijn x=—%p
y= ax? +bx+c
ax® + bx = y-¢

2. b,_1, ¢
X"+ 2x=2y-<

2 2
() = lr=gy =%

2 1 b c
(X+ ) 34 4a -<

(4 £V =Ly + 4 -0)

(x+5 )2 ;( b 4"C) dusZp—l =S p=

y2+ay ax +a®

(y+ a)2 1az—a)(+a2
5 2

(y+fa)2 =ax+3a

(v+ia¥ =alx+2a), dus2p=a=p=

2_1
x“=—y

het brandpunt (3 p+a, b)
de richtlijn x=—%p+a

2
Tr'(fza b 4ac)

het brandpunt (0, 3 )

de richtlij

ny———

yZ:aX

Tr. (-2a,-

0

2
> (e £ = Ly + 5
het bl"OthUﬂf (*7 T*b ;:ac):(7%' libi%)
richtlijn y = —4—0—"247:“=$0H“

i. (hierboven gaat het verder)

de top (0, 0)

het brandpunt (4a,0)

a (hierboven gaat het verder)

.
P

(y +5)° = 4(x +6).
de top (-6,-5)

het brandpunt (-5, -5)
de richtlijn x =-7
deas y=-5

(x-3% =2(y+3).
de top (3,-3)

het brandpunt (3,-2%)
de richtlijn y =-3%
deas x=3

(y+2)% =-5(x -1).
de top (1,-2)

het brandpunt (—%,-2)
de richtlijn x =%
deas y=-2

(x —6)% =—4(y -3).
de top (6,3)
het brandpunt (6, 2)
de richtlijn y =4
deas x=6

(y+%a)2 :a(x+%a).

de top (—% a, —% a)
5

het brandpunt (%a -za, —%a) =(-a, —%a)

Het brandpunt (-a, —fa) (ber‘ekend in 8a hler‘boven) ligt op de cirkel x2 + y2 =10 als
(-af+(-1a)’ =10=a? +1a? =10= 24% =

{y —6"’3(2)()2 bx = 4x% =b6x = 4x% —bx=0= x(4x - 6) = 03{;i0

y=2x

1021

=2=2a°=8=a=+/8=42J2. Dusa=-2v2 v a=22.

_3
0, {X‘Z.Dus(o,O) en (3, 3).
y=3

{Y =6X L 2x—12 —6x = 4x% —4x+1=6x = 4x% —10x+1=0 met D=(-10> —4.4.1=100-16 > 0.

y=2x-1

Omdat D >0 zijn er twee oplossingen voor x. Dus de lijn y =2x —1 snijdt de parabool y2 =6x in twee punten.
=0met D=(-3°-4-4-2=9-9=0.
Omdat D =0 is er één oplossing voor x. Dus de lijn y =2x+ Z

(2X+ )2 bx = 4x? +3)(+16

bx = 4x° —3X+

raakt de par‘abool y =
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X :% eny :% invullen geeft (%)2 =6 % ofwel %: % (dit Kloptlll). Dus P(%, %) ligt op de parabool.

P(i i) IigT op de helft die gegeven is door y =v6x omdat yp :% > 0.

y =+bx :> =i 6=L=— Der‘aakllJnmP( )isy=ax+bme'ra=

X |w
n
n

=b. Dus de lijn y =2x +% raakt de parabool y2 =bxinP.

Omdat y2 =2px een parabool is voor elke waarde van p met uitzondering van p = 0 mogen in de vergelijking
—-8abp = —4,02 linker- en rechterlid gedeeld worden door —4p(=0) en dus mag de stap —8abp = —4,02 =2ab=p.

Als a =0 zou de raaklijn zijn: y =0x + b ofwel y = b (dus een horizontale raaklijn).
De raaklijn zou dan evenwijdig lopen met de as van de parabool en dat kan niet.

In het geval yA <0 ligt A(XA va) op de halve parabool y = 1/2,0)(
L _-_P_ (he'rzelfde resultaat als in de onderste regel op blz. 97).

ZJpr 2p=- 2,/2px Jpr_ ¥y

Op bladzude 98 verandert er niets, dus: de raaklijn in A(x4, y4) aan de parabool y? =2px is y 4y = px + px 4.

—J2px =

¥4 =0 invullen in y2 =2px (p #0) geeft x4 =0= A(0, 0).
De raaklijn in A(0, 0) aan de parabool y2 =2px is 0-y = px +p-0= px =0 (p 0) = x =0 (de y-as).
Klopt, want van de parabool y2 =2px is de top (0, 0) ende as y =0 (de x-as) = x =0 is de raaklijn in (0, 0).

A(4l, - 6) geeft /: —6y=4x+4-4%.
Dus —6y =4x +18 ofwel 2x +3y =-9.

B(2, 4) geeft raaklijn: 4y =4x +4-2 ofwel x —y =—
normaal 7. x + y =c door B(2,4)=>2+4=c. Dus m x+y=6.

Raaklijn in A(x4, y4) is k: y4y = px + px4. Neem aan dat x4 = 0, want anders is A=8=C =0(0, 0).

B(xp,0)op k= y4-0=pxg+pxg= pxg=—pxX4q (p+0)= xg=-X4

ki yay = px + px4 ofwel ki px — yay =—px4 = normaal /: y x + py =c door A(X4,y4). dus ¢ =y x4+ pya.
C(Xc,0)0p /i yaX + py = yaXa+ PYa= YaXc +P-O=yaXqa+pya= YaXc = YaXa+PYa (y4#0)= Xc = X4+ p.
BC =|x¢ - xg|=|xq+ p——xa|=[2x4+ p|.

Van y2 =2px (p #0) is het brandpunt F(%p, O) ende r‘ichﬂijn lx= ép
B is de loodrechte projectie van A(x4, y4) op /i x = ——p = B(—2 P.YA).

Stel m is de middelloodlijn van BF, dan geldt rcgr - rc,, = -1 met rege = X222 — 9- y" =4, =

Xp=Xg  1p-—1p P

NS

my= iX + b door het midden (O, %y,,) van BF = b =%yA, dus

My =L X+ Eyq= My y=pX+5ya ya= M ya-y=px+1-2pXq=Mm yq-y=px+pxy

en dit is nu precies de vergelijking van de lijn & die de parabool y =2px raakt in A(x4, y4).
Dus de raaklijn 4 in A valt samen met de middelloodlijn van BF. (8 is de loodrechte projectie van A op richtlijn /)

Een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(xy, yy) en straal r is (x — XM)Z +(y —y,ﬁ)2 =r?.
Voor raakpunten op de x-as (y = 0) geldt x = x4 en y =0. Dit geeft (xy — X,,,,)2 +(0- y,;,,)2 =r? ofwel yMZ =rl.
De cirkel gaat door (O, 2). Dit geeft (0 - )(,1,1)2 +(2 —y,ﬁ)2 =r? ofwel XM2 +(2 —y,,,,)2 =72
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r? = y,M invullen in 2 = XM +(2- yM )? (dus r elimineren) geeft:
yM —XM +(2- yM)Z:%A/Z XM +4 - 4yM+%W/Z:>4yM XM +4=>yy= XM +1.
De middelpunten van alle cirkels die de x-as raken en door het punt (0,2) gaan. Ilggen op de parabool y = X +1

Een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(x4, yy) en straal r is (x - XM) +(y —y,,,,)z =r?.
2

Voor raakpunten op de x-as (y = 0) geldt x = x4 en y =0. Dit geeft (xy — x,,,,)2 +(0- y,1,1)2 =r? ofwel yMZ =re.
De cirkel gaat door (3, 4). Dit geeft (3 - )(,,,1)2 +(4 —y,,,,)2 =72
r? = yy? invullen in r? = (3 - xy)? + (4 - yy)? geeft:

W2 =B=x2+(G—yuP = it =9—bxy+ x4 +16 =8y y+ yaif = 8yy = xy® —bxy +25=
8ym=(xy—3)% -9+25=8yy —16 = (xy —3)° = (xy —3)° =8(yy - 2).
Middelpunten van alle cirkels die de x-as raken en door het punt (3,4) gaan op de parabool (x4 —3)% = 8(y 4 - 2).

Parabool y2 =2x (y-y=x+x) enraakpunt A(8, 4) geeft (met halfsubstitutie) raaklijn /: 4y = x +8 ofwel x -4y =—
Parabool y2 =2x en raakpunt B(2, —2) geeft (met halfsubstitutie) raaklijn A2 —2y = x +2 ofwel x +2y =-2
{X ~4y=-8 ©
x+2y=-2 @
—by=-"6=y=1in® = x+2=-2= x=-4. Dus P(-4,1).

rcqg = ;‘Z f(: =*22—_*84=:—2=1. Dus AB: y =1x+ b door A(8,4) = 4=8+b = b =-4.Dit geeft AB: y=x-4.

Parabool y2 = 2x (y -y = x + x) en punt P(~4, 1) geeft (met halfsubstitutie) poollijn AB: 1y = x —4 ofwel y = x + 4.

k raakt de parabool y2 =2pxinAlxq, ya)= K yq - y=px+p x4
k door P(xp,yp)= K ya-yp=p-Xp+p X4
/ raakt de parabool y2 =2px in B(xg,yg)=> kiyg-y=px+p-Xa
/ door P(xp,yp) = K: yg-yp=p-Xp+p-Xxg
A alsook B voldoen aan ypy = px + pxp = AB: yp -y = px + p- xp is een vergelijking van de poollijn van P(xp, yp).

}:AIig'ropdelijny~yp:p-)(p+px

}:Blig‘ropdelijny-yp:p-xP+px

De poollijn van Q(xq. y@) ten opzichte van y2=2pxis YQ Y =pX+p Xq.(ziel8a)

De translatie (xr, y7) geeft:

de poollijn van Q'(xg + X7, ¥ + y7) ten opzichte van (y—y7—)2 =2p(x - xr)is yg (y—yr)=plx —xr)+p- xq.
Q' (XQ+xr,yQ+yr)=Plxp,yp)=xq+Xxr=xpenyq+yr=yp, dus xg =xp - Xr enyq=yp—yr.

Dus de poollijn van P(xp, yp) ten opzichte van (y—y7—)2 =2p(x —x7)

isdelijn (yp—yr)-(y—yr)=p(x—x7)+ p-(xp — x7). (dit is ook halfsubstitutie)

De poollijn van A(-4, —%) ’renopzich'revanyz:%X(y~y:%x+%x) is —ly % %—4 ofwel x +2y -4 =0.
x+2y-4=0 [(x=-2y+40©
yi=tx  TP=ix@
0m93y 1( 2y + 4) y=-2in® = x-= 8geeffraakpunf(8 -2)

) en raaklijn -2y = ,X+, 8 ofwel x+8y +8=0,
y2——y+ y=1in® = x= 29eeff raakpunt (2, 1)
y +y-2=0

(y+2)(y-1)=0 en raaklijn 1y = fx+720fwelx 4y +2=0.

y =—2 v y =1 (hiernaast verder)
De poollijn van B(l%, 1) ten opzichte van y2 =-2x (y-y=—x-x)is ly =—X—1% ofwel y =—X—1%.

y:—x—léo

y2=-2x®

Oin® 2(_,\/_1%)2 - 2x x:—4% in @ = y =3 geeft raakpunt (—4%, 3)

x2 +3X+2%:_2X en raaklijn 3y:—x+4% ofwel x +3y =41,

X2+5X+2%:0 x:—% inGzy:—lgleeffraakpunf(;l,—1)
1 1y_ enraaklijn -1y =-x +3 ofwel x—y=3.

(X+4§)(x+§)—0 J 4 2 =3

X:—4% vV X=- %(hlernaas‘r verder)
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C. vou Schwantzenbeng 5/2%

De poollijn van €(0, 1) ten opzichte van y2—2y:3x—10 (y y-y-y=1ix+11x-10)
is 1y—y—1:1%x+1%-0—10 ofwel 1%)(—9:0 ofwel x =6.

x=60
{y2—2y23x—109
Oin®= )% _2y-18-10
y2—2y—8=0

(y+2)y-4)=0
y =—2 v y =4 (hiernaast verder)

y=-2in @ = x =6 geeft raakpunt (6, - 2) en raaklijn
—2y—y+2:1%X+1%~6—10 ofwel —3y:1%X—3 ofwel x +2y =2,
y=4in @ = x =6 geeft raakpunt (6, 4) en raaklijn
4y—y—4:1%x+1%~6—10 ofwel 3y:1%X+3 ofwel x -2y =-2.

a=1en p=2 geeft k:y—2:1(x—3)+ﬁ:y—2:x—3+1. Dus A: y = x.
[1(4-2)(y-2)=2(x-3)+2(4-3) (delendoor 2) = y -2=x-3+1. Dus /: y = x.
Raaklijn m in B: (1—2)(y—2):2(X—3)+2(3%—3):—(y—2):2(x—3)+...:2x+y:...
Normaal 7: x —2y = ¢ door B(S%,l):>3%—2-1=c:>1%=c. Dus #: X—2y=1%.

y =—X+3 (verm. met —-2)= -2y =2x 6.

De poollijn van P(xp, yp) t.0.v. y2 =4x (y-y=2x+2x)is yp-y =2x+2xp.

Voor de pool P van de lijn A: yp -y =2x +2xp moet gelden yp-y =-2y en2xp=—6= yp=-2 en xp =-3.
Dus P(-3, —2) is de pool die bij de poollijn y = —x + 3 hoort.

De poollijn van Q(xq. y@) t.ov. y2 =4x (y-y=2x+2x)is yg 'y =2x +2xg, maar ook 4x —7y =8 (gegeven).
Voor de pool @ van de lijn 4x —2yq - y =-4xg moet gelden —2yo=-7en —4xg=8= yo= 3% en xg =-2.
Dus Q(-2, 3%) is de pool die bij de poollijn 4x -7y =8 hoort.

De poollijn van A(—B%, g) t.o.v. 4y2 =9x (4y -y=4Ltx+4lx)is
4-2y=4Lx+4%. 31 (verm met2)= By =9x+9--3% (verm. met 2) = 10y =18x+9-—7. Dus : 18x —10y = 63.
De poollijn van B(-2, 3) to.v. 4y2 =9xO (4y y=4lx+4lx)is

4-3y=-alx+4l 253y =41x-9 (erm met2)= 6y = 9x 18 (delen door 3) = 2y =3x -6 @.
De poollijn snijden met de parabool geeft de raakpunten. @ in @ geeft dan:
(3)(—6)2:9X:>9X2—36X+36=9X:>X2—4X+4=X:>X2—5X+4:O:>(X—1)(X—4):0:>X=1 v x =4
x=1in @ geeft y:—% met raakpunt (1, —%) en raaklijn: 4-—%y:4%x+4%~1:> Ix+12y=-9=3x+4y=-3.
x =4 in @ geeft y =3 met raakpunt (4, 3) en raaklijn: 4~3y:4%X+4%-4:>9x—24y:—36: 3x -8y =-12.

De poollijn van C(x¢, yo) t.o.v. 4y2 =9x (4y - y=4ix+4ix)is by y = 4%X+4%XC =9x -8y,y=-9x,.
De poollijn is ook 9x + 24y = 45 (gegeven) = -8y, =24 en —9x, =45= y, =-3 en xo =-5. Dus €(-5, -3).

De poollijn van P(-2, 2) t.o.v. y2 =2p(x-a)(y-y=p(x-a)+ p(x-a))is 2y = p(x —a)+ p(-2 - a).
Dus /: 2y = px —ap —2p — ap, maar ook (gegeven) /: y =—-3x +12 ofwel 2y =-6x +24.
Er moet dan gelden: p=—6en —agp-2p-ap=24=6a+12+6a=24=12a=12=a=1.

dP,. F)= % = P op de cirkel met middelpunt F en r =

dP,c)=1=p op de cirkel met middelpunt M en r = 4% (of r=5%). e N

N

2 =7 PAN o
Er is één punt P dat voldoet aan d(P, F)=d(P, c)=1. I e

dP,.F)= 4% = P op de cirkel met middelpunt F en r = 4%.
dP,c)= 4% = P op de cirkel met middelpunt M en r = %
Er is één punt P dat voldoet aan d(P, F)=d (P, c) = 4%.

Er zijn twee punten P die voldoet aan d(P, F)=d(P, ¢)= 1%.
Er zijn twee punten P die voldoet aan d(P, F)=d(P, c) = 2%.
Er zijn twee punten P die voldoet aan d(P, F)=d(P, ¢)= 3%.

Zie de figuur hiernaast. e



25

26

27a
27b
27c

27d

27e

28a

28b

29

30a
30b

30c

C. vou Schwantzenbeng 6/2%
dP,R)+d(P,/R)=2b
\/XZ +(y+(:)2 +\/X2 +(y—(:)2 =2b

B2(x2 + (v — V) = (b2 — )2
X2 +(y +¢)2 =2b—x% +(y - c)? (kwadrateren) e _C)) ( _Cy)_

) ) ) > 5 5 ) b%(x +y 2cy+cz)—b4 2bzcy+czy
x°+(y+¢)" =4b% ~4byx" +(y - )" + X" +(y ~¢) b2x% + b2y% —2b%cy + b2c% = b* —2b%cy + 2P
4b\/X2 +(y—c)2 = 4p° +(y—c)2 —(,v+c)2 b2 x? +bzy2 —c2y2 =b* - p2c?
4b\x%+(y—c) =4b% +y? —2cy +c? - y? —2cy - 2 2% +(/72 —CZ))’Z = b2 (% - %)
4bm —4p2 —4cy b2x? +a y = a2b? (delen door a?b?)

2
bm =p2_ ¢y (kwadrateren) 4 :2 ? =1

Voor een cirkel geldt: d(P.M)=r=2d(P.M)=2r = dP M)+d(P.M)=2r.
Dus een cirkel is een ellips waarvan beide brandpunten samenvallen met M.

a=5en b= 3:>e|l|ps % 1.
2
a:6,c:5en62:az—b geeﬁbz:az—c2:62—52:11:>e||ips ’;—;+)1/—1:1.
2
b=4,c=5en c? = a® - b? geeft a® = b? + c? = 4% + 52 = 41 = ellips:: X—;+{—6:1.
2
_ X _ _ 8 1 _2 X2 2y° _ 2 2 _
a—327+?—1door(1,2)z§ ?_1:> +b2 1:>b2 97,75 Dus ellips: - +-g—=10f x“+2y=9.
2
X—: +% =1 ofwel b%x% + azy2 = a?b? door (2,2) 4 5
Y2 2 2 2_ 2,2 2 52 2,2 6" +36°-18=0
b% . 2° +a° - (N2)° = a®b® = 4b° +2a° = a°b 2 2 B
3 2_ 2 42 fr a9 b (b +6)(b°-3)=0
CToenc ma T g b2 = -6 (vold. niet) v b2 =3 (vold)
Substitutie van a“ =9 + 6° in 46 +2a“ = a“b° geeft p2 -3 2 _17
2 2 2\ 42 =S9=a =le
4pH° +2(9+b°)=(9+b°)b 2 2
2 2 _op2 . p4 X+r=1
4pH° +18+2bH° =9b° + b a 12

Het middelpunt van de richtcirkel (x +3)? + y2 =100 is het andere brandpunt van de ellips.

De brandpunten zijn dus A(-3, 0) en £(3, 0) = het middelpunt van de ellips is O(0, O) (midden tussen de brandpunten).
dP,R)+d(P,R)=réndP,R)+d(P,K)=2a=r=2a=10=a =5.

a=5, ¢c=3en 2 =a®-p? geeft P2 =a?-c%2-52_32_16=p-4.

x%+y? -8y -84=0=x%+(y-4)°-16-84=0= x2 +(y - 4)% =100.
Cirkel met middelpunt (0, 4) en straal » =~/100 =10.
De conflictlijn is een ellips met brandpunten (O, —4) en (O, 4) en middelpunt (O, 0).

Het middelpunt van de ellips is het midden van lijns‘ruk FAF, en dat is de oorsprong.
2
De vergelijking van de ellips is van de vorm %~ +b— =1

dP,R)+d(P, R)=réndP, R)+d(P, F)= 2b3r‘-2b=10:b=5.

nN
AN
I
_

b=5, c=4en c®=b%-a° geeft a® =b%-c?=5%-4%2 =9 Dus een vergelijking van de conflictlijn is %2 +

a® =10 en b? = 6 = de toppen zijn (—/10, 0); (+/10, 0); (0, —/6) en (0, \/6).

2 2
)1(—; + % =1 (vermenigvuldig links en rechts met 30) = 30 - )1(—; +30- % =301 ofwel 3x% + 5y2 =30
{3)(2 +5y%2 =300

y=2x-31@ D=(-70)?>-4.23-314 2025 = /D = 45
- 2, 1\2 70-45 _ 25 ‘ 70445 _115 _5 [(TETdRicasrErac,
Oin® = 3x +5(2X 35 ) =30 E*z*-3.5 -14 X = 46 46 Vv X = 46 46 2° Hn5*2_3_5t|;r£?546

3x°2 +5(4)(2 14x +12 1) 30 :_3'5)2 12.25 X=‘2T2 in @ 2)’“% en n (7B+a57 /46 Frac
3x% +20x% ~70x +611 -30=0 x=3in@®=y= fins+2-3.50Frag
111 5 3,0

23x2 —70x +31% =0 a Dus de snijpunten qun (46, -25)en (3. 3)
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C. vou Schwantzenbeng 7/2%

A(1, 2) op de ellips pxz +qy2 :35:,0-12 +q-22 =35, dus p+4¢ =35.
B(3,1) op de ellipspx2+qy2:35:p-32+q-12:35, dus 9p + ¢ =35.

p+49=350 ><1 p+4g= 350
9p+ ¢g= 35@x4 36p+4g=1400
-35p :—105:>p:3in0:>3+4q:35:>4q:32:>q:8.
2.q,2 8 ey 2 _
3x°+8y 35:>33"’5 + 3)/5 _1:*3’? 3—?5—1 Dus a? —335 en b
2 2 2_ 2 _35_35_35-8_35-3_35-5_ 175 175 _ (25-7 6 _ 5
AP >pt=cf=af bt =P -8 83_38_ == @ =TT V-
Dus de brandpunten zijn (- %J4_ 0) en %«/_
2

e1:9X2+25y 225:— Y —1.Dusa=5enb=3. Y

9 ' ."'"i""'}""T"".’"";"é TTTTATTTTITTTTNITTTRTTTTRTTTY
e, 25x% +9y° =225:7+75=1.Dusa=3enb=5. O Bt o S R s
Zie de ellipsen hiernaast.

Bij translatie (5, 6) vervang je in de formule x door x —5 en y door y - 6.

e;: 9x% + 252 =225 T8 g(x-5)2 1+ 25(y - 6)2 =225.
met toppen met toppen
(-5,0); (5,0) (0,-3); en (0,3) (0,6); (10,6); (5,3) en (5,9)
e, 25x2 +9y2 = 225 _ T 5.0) y 25(x -5)2 +9(y - 6)2 = 225.
toppen: toppen:
(-3,0); (3,0); (0,-5) en (0,5) (2,6); (7.,6): (5,1) en (5,11)
brandpunten: (0, -4) en (0, 4) brandpunten: (5,2) en (5,10)

9)(2+4y2 :36:)(72+%2: .

Dus a =2 en b =3 (omdat b > a liggen de brandpunten op de verticale as).
b>a=c?=b°>-a°=9-4=5=c=15.

Dus de brandpunten zijn (0, —+/5) en (0, V/5).

2

5x2 +y? =5 ofwel 2=+ %=1 —TEC) p Bx -2 4 (y +3) =5
toppen: (~1,0); (1,0); (O, ﬂ/g) en (O,\/—) Loppen: @1,-3): (3,-3) (2,—3—\/3) en (2,—3+\/§)
brandpunten: (0, -2) en (0,2) randpunten (2,-5) en (2,-1)
4x% +25y% +16x-84=0
4x% +16x +25y° -840 4x% +25y% =100 —uT" (20 » 4(x+2)° +25y% =100,

2 2 _
Ax +4’;)+ 25y ‘24 =0 Van 4x2 +25y2 =100 of wel 275+7 =1 zijn de toppen (-5, 0); (5, 0);
4((X +2)" - 4) +25y°-84=0 (0, —2) en (0, 2) en de brandpunten (— Ja1, 1,0) en (\/_ 1,0).
4(x +2)? ~16+25y% -84=0 Van 4(x +2)? +25y? =100 zijn de toppen (-7, 0); (3, 0); (-2, —2) en (-2,2) en
4(x+2)% + 25y2 =100. de brandpunten (-2 - J21, O)en (-2+ J21, 0).

9x2 +10y2 —~80y —200 =0

o 100 2000 9x2 +10y2 =360 %9)« +10(y - 4)2 = 360.
x° +10(y* -8y)-200 =

2 A—— — .

9x2 +10((y_4)2 _16)_200 0 Van 9x% +10y% = 360 ofwel % + =1zijn de toppen (—/40, 0); (40, 0);
) ) (0, —6) en (0, 6) en de brandpun‘ren (-2,0) en (2, 0). (/40 = 2.10)

9x° +10(y -4’ ~160-200=0 Van 9x2 +10(y - 4)2 = 360 zijn de foppen (—/40, 4); (40, 4);

9x° +10(y - 4)° = 360. (0, —2) en (0, 10) en de brandpunten (-2, 4) en (2, 4).

36x2 +11y2 +72x - 66y = 261

36x2 +72x +11y% 66y = 261

36(x% +2x) +11(y? —6y) = 261

36((x+1)2 —1)+11((y—3)2 _9) —261

36x% +11y% =396 — - (L3) 36(x +1)2 +11(y - 3)? =396,

Van 36x2 +11y? =396 ofwel "’ + —1 zijn de toppen (—/11, 0); (11, 0);
(0, —-6) en (0, 6) ende br'andpun’ren (0 -5)en (0, 5).

36(x +1)° =36 +11(y ~3)* =99 =261 ygn 36(x +1)2 +11(y - 3)2 = 396 zijn de toppen (-1 — 1L, 3); (-1 + 1, 3);
36(x +1)% + 11(y - 3)% =39. (-1, —3) en (-1, 9) en de brandpunten (-1, - 2) en (-1, 8).



350 16x%+25y% —64x +50y =311

16x% — 64x + 25y2 +50y =311 Vanwege de symmeftrie van de ellips
2 2 maakt het niet uit welke & je neemt.
16(x“ —4x)+25(y“ +2y) =311 Kies A: x =5 (een positief getal rekent beter).

16(()( - 2)2 - 4) + 25((y +1)2 —1) =311 x =5 invullen in een vergelijking van de ellips:
2 2 _

16(x —2)2 - 64 + 25(y +1)% - 25 = 311 16(5 -2)° +25(y +1)° =400
16(x —2)2 + 25(y +1)? = 400. 16-9:+25(y +1)° = 400

Tr (2 1 25(y +1)° = 256 [#@E-16+3 -
16x2 +25y2 =400 — @D 16()( 2)% +25(y +1)? = 400, (y+1)2 =286 |f<hns e

25

Van16X2+25y 4000fwe|—+16_1|s y+1__E vy+1

y =0 (de x-as) de lange as en zijn de brandpunten (-3, 0) en (3, 0).
Van 16(x —2)% +25(y +1)? = 400 is
y =-1de lange as en zijn de brandpunten (-1, —1) en (5, —1).

y=—% VvVJy=
Dus A(5 —Zl)en B(5, lg)

Voor k geldt: k& x =-1 of ki x =b. (hiernaast verder) Dit geeft AB 5 —g =%
35b Snijden met de x-as (y = 0). 35¢ Snijden met de y-as (x = 0).

16(x - 2)% +25-1% = 400 16 -(-2)% + 25(y +1)% = 400

16(x —2)2 =375 — 25(y +12 =336 | 24

(x - 2)2 375_ 5165 . 15 (y+1)2 336_1627521 . 21

X - 2——7\/_5vx 2= 5J_ y+1——§\/_vy+1=%x/ﬁ

—4J— v x—2+2J_ y:—l—%«/ﬁ v y:—1+%«/ﬁ
Dus ¢D=2+3215-(2-3V15)= L2 J15 = 315 Dus D =-1+ 321 -(-1-2J21) =821,

36a  10x%+ay® —80x +4ay +160-6a=0

10x2 - 80x +ay? + 4ay +160 - 6a =0 % +:% 1 _Tr.(4-2)  (x-4) (y1+02)2 L
a a

10(x% - 8x) + a(y? + 4y) +160 - 6a =0 7 1 heoftals t

10((x - 4)2 -16) +a((y +2)? - 4)+160-6a =0 “a +1g =1 heeft dls toppen

(—/a, 0); (Wa, 0); (0, —+/10) en (0, +10).

10(x - 4)2 ~160 + a(y +2)? ~4a +160-6a =0 (e 4y (y+2y

10(x - 4)2 + a(y +2)% =10a Dus *=2=—+ 715 — =1 heeft als toppen

(=47, (r+2° 4 (4-a, -2); (4+a, -2); (4, ~2-+10) en (4, ~2+10).
(-4, _1

a 10
(7, -2) iseentopals 4—va =7 (=a=-3 kanniet) of 4+Ja=7=>Ja=3=a=9.

36b a>10=van *- +— =1 zijn de brandpunten (-c, 0) en (¢, 0) met c?=a-10.

(X 4)2 (y+2)y
a + 10

Dus (7, —2) is een brandpunt als 4 —c =7 of 41c=7T=+c=3=2c%°=9=3d-10=9=>4a=19 (> 10 voldoet).

en van =1 zijn de brandpunten (4 — ¢, —-2) en (4 +c¢, —2) met c2=a-10.

2
36¢ a<10= van "’72 +{—0 =1 zijn de brandpunten (0, —¢) en (O, ¢) met c?=10-a.
(x-47  (y+2y
a 10
Dus (4, 0) is een brandpunt als —2-c¢ =0 of 24+¢c=0=>+c=2>c%=4=10-a=4=a=6 (< 10 voldoet).

en van

=1 zijn de brandpunten (4, -2 -c¢) en (4, -2 +¢) met c®=10-a.

37a 2% +4.(J3)? =4+4-3=16 en dat klopt. Dus (2, +/3) ligt op de ellips.
37b P2, \/—)llgfopy—ql —X +4 want yp =+/3>0.

37¢ 4/—7)( +4:» Ll __x
1X2+4 4-1x%+4 4

dy __L.ﬁ -1
S[d"’}(z\/—) 4J§_ 23 3 6 V3.
Een vergelijking van de raaklijn in (2,+/3) is: y -3 = —%\/5()( -2).

X

37d =—1[—7X +4:— 1l x . x __x
2J—%X2+4 2 4)-1x%+4 —4y 4y
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2 2 2
Als y 4 <0 dan ligt A op de halve ellips y = m ——L 2. _bx . _bx
YA 9 P psy= b§x2+b2 a a® —%X2+b2 @’y

2
Dus een vergelijking van de raaklijn in A(x4,y4) is ki y—yq4=— 1;2;(" (x —x4).

a2y a(y = y4) =—b°x4(x - x4)
azyAy - azy;z; = —bzx X + bzx,,
bPxyx +dlyy =b°x5+dPy; oD
2,2
b

bZXAX + azyAy =a

XLEX + % =1 (dus de raaklijn in het raakpunt kan direct opgeschreven worden met behulp van halfsubstitutie)
a

y4 =0 geeft X—Z + bg =1= x% = a® = x = +a. De raakpunten zijn dan (-a, 0) en (a, 0) (twee toppen van de ellips).

Rakenm(aO)geefT ”X+b =1=-%=1= x=-aenrakenin (a, 0) geeft ax+b =l=%=1sx=a

Dit klopt, want in de toppen (-a, 0) en (a 0) zijn de raaklijnen verticaal met de ver‘gelukmgen X=-aenx=a.
Dus de formule geeft ook voor y4 =0 de juiste vergelijking van de raaklijn.

Raken in A(3, —1) geeft (met halfsubstitutie) 2-3x +5-—y =23 ofwel A: 6x -5y =23.
Raken in B(4, 1) geeft (met halfsubstitutie) % +% =1ofwel /: 2x+y=9.
Raken in € (2, ) geeft (met halfsubstitutie) 7 -2x +2-by =78 ofwel 7x +5y =39.

m1l7x+5y=39=mbx-Ty=c B e . o
door (2, 5) }35~2—7~5—c:> 25=c.Dus m: 5x -7y =

Raken in D(3, 2) geeft (met halfsubstitutie) 3 3X + 2

nlx+y=5=>nmx-y=c
door D(3, 2)

10 1:5+§ 1= ofwel x+y =5.

}:3—2=c:1=c. Dusm x -y =1

Stel het raakpunt A(XA v4)- Dit geeft (met halfsubstitutie) raaklijn ZXA x+d’y,-y=16.
2xy _a Ya _%:2.

Raaklijn 2x4-x +a yA y =16 valt samenmet ki x -y =8=

1 -1
Uit ZX" =2 volgt x4 =1=invullenin k geeft1-y,=8=y, 4=-7.
Vit _—1:2 én y, =7 volgt dan 74° =2 = a° =%.

Stel het raakpunt B(xg, yg). Dit geeft (met halfsubstitutie) raaklijn b°xg - x +8yg - y = 88.

bXB 8)’3 88 _ =4
2 22

Uit y‘g =4 volgt yg =1=invullen in / geeft 5xp +2~1=2225X3=202X3=4.

Raaklijn bZXg x +8yp -y =88 valt samenmet /: 5x +2y =22 =

=4 én xp =4 volgt dan 4% =20 = b? =

Stel het raakpunt A(x4, y4). Dit geeft (met halfsubstitutie) raaklijn x4 - x +2y,4 -y =18.

Raaklijn x4x +2y 4y =18 valt samen met A: y =2x + b ofwel k: 2x -y =-b :% :Z_Ll":%.

Vit LZA =2_L1A VO'gT 4yA ==X4=>Y4 =¥ = —%XA.
Dus voor A geldt y = —%X (zie hierboven) A X%+ 2y2 =18 (immers A ligt op de gegeven ellips). Nu y elimineren (uitstoten):

x° +2~(—%X)2 =18

2,2 .,2_
X"+ X =18
%X2:18
2_18-8_9-2-8 _
x° =25 —T—2~8—16
{X=—4 {x:4
__1 _1 VvV __1 _
y__?_4_1 _—2-4_—1

=2x+ b door A(-4,1)=>1=-8+b=bH=9.
=2x+bdoor A(4, -1)=> -1=8+b=b=-9.

I'\)N
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Stel het raakpunt A(x4, y4). Dit geeft (met halfsubstitutie) raaklijn ZXA ‘X +by,-y=38.

Raaklijn 2x4 - x +5y 4 - y =38 valt samen met y = —fx+b ofwel 3 X +y=>bofwel 3x+5y =5b= ZX” — 24 _38
Uit ZX" = 5)/” volgt IOXA =15y 4> y4= *XA

Dus voor A geld'f y= X (zie hierboven) A 2x2 + 5y =38 (immers A ligt op de gegeven ellips). Nu y elimineren.
2x% +5. (Zx)2—38:>2x +20x?=38=38x% =38 x* =389 9:»x +3,

x=-3mety=% —3 = -2 geeft raakpunt (-3, —-2) en x =3 me‘r y =< 3 =2 geeft raakpunt (3, 2).

De raaklijnen aan de ellips zijn y = fx +b

Stel het raakpunt A(x4, y4). Dit geef’r (met halfsubsﬁtuﬁe) raaklijn 2x4-x +5y 4y =38.

Raaklijn 2x4-x +5y,4 - y =38 valt samen met y = X + b ofwel 3x -by =-5b= % = 5_% =%.

vit ZX" = 5}/” volgt 15y 4 =-10x4 = y4 ——ng

Dus voor A geldT y= —§X (zie hierboven) A 2x% + 5y2 =38 (immers A ligt op de gegeven ellips). Nu y elimineren.
2x?+5.(-2x)7 =38 2x° + QD x? =38 =B x? =38 = x* = 3§89 9= x =43,

x=-3mety= —% -—3 =2 geeft raakpunt (-3,2) en x =3 met y = —§ -3 =-2 geeft raakpunt (3, -2).

Raken in A(—4, 3) geeft (met halfsubstitutie) A: 3-—4x +4 -3y =84 ofwel k1 —-12x +12y =84 ofwel kix-y=-T7.
Raken in B(-1, —4%) geeft /:3.—x+4.-41 5y =84 ofwel /i —3x-18y =84 ofwel /: x +6y =

x- y=—70
X+6y=-28@

-7y=21=y=-3in® = x+3=-7 = x=-10. Dus A(-10, - 3).
41
AB")’_3:ji,4

71
=3t (x+4) ofwely—3:—2éx—10 ofwely=—2%x—7.
xp =-10en yp =-3 invullen in 3xp - x +4yp - y =84 geeft —30X—12y:84:5x+2y:—14:y:—2%x—7.

De lijn k& gaat door een punt P(xp, yp) buiten de ellips en raakt de ellips in A(x4, y4) = k: X;‘X/’ +% =1

+ y/‘i{” =1

De punten A en B liggen beide op de lijn met vergelijking: 22X }Zzy 1 (de poollijn van P ten opzichte van de ellips).
a

XBX/:

De lijn k gaat door een punt P(xp, yp) buiten de ellips en raakt de ellips in B(xg, yg) = k:

De poollijn van Q(xg, yo) ten opzichte van de ellips e: ’;—: ~==1isdelijn /: T % =1

(x- C) Lr=a) dy —len/" XQ(X ), raly- d)_m
a® b? b2

Uit P(xp, yp)=Q'(xg +¢. yg +d) volgt xp = xg + ¢ ofwel xg =xp-c®en yp = yQ+o' ofwel yo =yp-c®.

Na een franslatie (¢, d) krijg je Q'(xg +¢.yg +d), e*:

2
® en O invullen in @ geeft de poollijn van P(xp, yp) ten opzichte van de ellips % =y _y

b2
(xp—c)x—¢) | (Xp =)y -d)
a® b?

is de lijn =1. (dus ook direct te vinden met halfsubstitutie)

De poollijn van A t.0.v. de ellips X%+ 8y2 =24 is (met halfsubstitutie) 8x + 8- -1y =24 ofwel x —y =3.

x-y=30 x=y+30©
{x 218y%=24@ {X2+8y2:249
©in® = (y+3)%+8y° =
y2+6y+9+8y2:
9y%+6y-15=0

3y2+2y-5=0

D=22-4.3.5=4+60=64

-—2-8_-10__5; :_5 -4 :*2+8:é:' - -
Y=53 =" 3|n9:>)( +3=3 eny="5% 1in® = x=1+3=4,

Raaklijn in (— —f) aan de elllps x? +8y =24 is (met halfsubstitutie) X +8- —fy 24 ofwel x —10y =18.

Raaklijn in (4, 1) aan de ellips x% +8y? =24 is (met halfsubstitutie) 4x + 8 1y =24 ofwel x +2y =6.
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Raaklijn (met halfsubstitutie) (B —1)(x —1) +2(—4 +3)(y +3) =18
ofwel 4(x —-1)-2(y +3) =18 ofwel 4x -2y =28. Dus k: 2x — y =14,
Raaklijn (met halfsubstitutie) 2-—6x +5-4y +4x+4.--6-15y-15-4+16=0
ofwel —12x +20y + 4x -15y =68 ofwel —8x +5y =68.Dus /: —8x +5y =68.

1EE-Zawz+1o+4d
Raaklijn (met halfsubstitutie) 4(—4 —2)(x —2) + 9(6 — 4)(y — 4) =180 e -6 284
ofwel —24(x —2)+18(y —4) =180 ofwel —24x +18y =204. Dus 4: 4x -3y =-34. |, -34
Raaklijn (met halfsubstitutie) 4(-1—-2)(x —2) + 9(8 — 4)(y — 4) =180
ofwel —12(x -2)+36(y —4) =180 ofwel —12x +36y =... ofwel —x +3y =...
Dus 7 3x + y =c door B(-1,8)=3--1+8=c=c¢c=5.Dus m: 3x+y =b.

k: 15x + 8y =106 (linker- en rechterlid x2) = k: 30x +16y =212.

Raken in A(x4, y4) geeft (met halfsubstitutie) A: Sx4-x +8y4-y =212.
5x4-x+8yy-y=212en30x+16y =212 vallen samen = 5x,4=30en 8y, =16 = x4 =6 en y, =2. Dus A(6, 2).

Poollijn van B(xg, yg) geeft (met halfsubstitutie) k: Bxg - x +8yp -y =212. :2* '2/: o2
. . Bx;, 8 * e .
Dit moet 55x + 52y = -106 zijn 3575?:%:%:—2:,\’3 =-22enyp=-13. 13

De poollijn van A(8, —3) t.0.v. 2x% +3y? = 30 is (met halfsubstitutie) 2- 8x +3- -3y = 30 ofwel 16.x — 9y =30.
De poollijn van B(-6, —1) t.o.v. 2x% + 3y2 =30 is (met halfsubstitutie) 2-—6x +3- -1y =30 ofwel 4x + y =-10.
4x+y=-100 y=-4x-10©
2 2 = 2 2
2x°+3y° =300 |2x°+3y° =300
© in ® = 2x? + 3(-4x -10)> =30
2x2 +3(16x% + 80.x +100) = 30
2x% + 48x% +240x +300 =30
50x2 +240x +270=0
5x% +24x+27=0
D=24? -4.5.27 =36
x=6-30- 3in®=y=12-10=2enx=216-18__3 in®= y=-36_10--4
Raaklijn in (-3, 2) aan de ellips 2x% +3y? = 30 is (met halfsubstitutie) 2-—3x +3 -2y = 30 ofwel x — y = 5.
Raaklijn in (—%, —%) aan de ellips 2x% +3y2 =30 is (met halfsubstitutie) — %X - %y =30 ofwel 3x +7y =-25.

De poollijn van C(x., y.) t.ov. 2x°% + 3y2 =30 is (met halfsubstitutie) /: 2x, - x + 3y, -y =30.

Ook /: 1%x+y:2 ofwel /: 18X+15y:303%:%:%:1:2)@ =18en3y,=15=x,=9en y, =b.
De poollijn van A(5,1) t.o.v. px2 +(y — g)? =52 is (met halfsubstitutie) /: p-5x +(1—g)(y — g) = 52

ofwel /: 5px—q+y—qy+q2 =52 ofwel /: 5px+(1—q)y=52+q—qz.

. _ 5,0_1—4]_52+<]—<72
Ook /: 15,\’—4)/—323E_7—4_372

. 1-g B2+g-g°
Vit —f =——=5—" volgt
RN 210 s 13, 19530
-4(52+¢-¢°)=32(1-¢) ;5:_154 5 4-FP 720" "4
4g° —4g-208=32-32g 5 1-g
4% +28g-240=0 {15:—42%7=2=12P:3~
2 +7g-60=0 =5 59
(9+12)(g~5)=0 bus {P="% v {P=3
g=-12 v ¢=5. g=-12 g=5.

P is het midden van lijnstuk AF.

Voor alle punten P op mis d(P, V)=d(P, F)

P ligt op het verlengde van MV = d(P, V)=d(P, ¢)
Dus P is een conflictpunt (ligt even ver) van ¢ en F.

}:> d(P,c)=d(P, F).

Zie de figuur hiernaast.




51b

52

53a

53b

53c

54a

54b

55

\/(X +e)+y? - \/(X ~c+y?=2a 51c  Voor P(-x, y) op de andere hyperbooltak geldt
V(X + 6)2 +y2 =2a++(x - 6)2 +y2 (kwadrateren) ‘d('D' A)-d(P, F)‘ =2a ofwel
(x+c)? +y% =4a® + 4a +(x - )’ + y° \/(—X+C)2 +y? —\/(—X—C)2 +y?=2a
x% +2cx +c? +y2 =4a% +4ay. + x% -2cx + 2 +y2 J(=x +z:)2 +y2 =2a++/(-x - (:)2 +y2 (kwadrateren)
4ex —4a% = 4a (x - c)2 + y2 (delen door 4) (—x + (:)2 + y2 =4a° + 4ay. + (—x - (:)2 + y2
ex —al = ad(x _C)Z +y2 (kwadrateren) x2 —2¢x + 2 +y2 =4a% +4a. + X% +2cx + 2 +y2
(cx - a®)? = a2 ((X —¢)? +y2) ~4cx — 4a% = 4a\(~x — ¢)? + y? (delen door - 4)
2 _ _ 2 2

szg 3 202(:)( + 04 _ aZ(XZ —2cx +C iy ) C)Z( +a” =-a X4 c) 2+ y (kwadr‘a‘rer‘en)

2,2 2 4_ 2.2 2 22 2x? +2aPcx +a* = aP(x® +2ex + 2+ yP)
c°x© -2a°cx +a :ax—Zacx+ac+ay 5 2 4 2.2 2

2.2 2.2 22 22 4 ?x% +2d%cx +a —ax+Zacx+ac+ay
c°xc—a“x“-ay =ac"-a 2 2 2 2 2
(CZ—GZ)XZ—GZ 2_02(52—02) —-ax —ay =ac a (als in 51a)

. a .. . (cz—az)xz—azy =az(c —a2)
Lijnstuk AF, met lengte 2¢ snijdt de hyperbool in A en B. 5 o 5 .
De lengte van A8 is 2a. Er geldt dus 2¢ > 2a, dus ¢ >a >0 Stel ¢© —a® = b” (zie 51b). Dit 9"""7:T
en daarom is het toegestaan c? — a® = b? te stellen. b2x? - a""y2 = a®b? ofwel X p —% =1

Voor B op de hyperbool geldt |d(8, R)-d(B, ;) =2b+ AR, - BF, = 2b.
Voor P(x, y) op de hyperbool geldt |d(P, R)-d(P, F,)|=2b.

Dit geeft \/XZ +(y + ) —\/XZ +(y —¢)? =2b als P op de bovenste hyperbooltak ligt

en \/XZ +(-y+ c)2 - \/XZ +(-y —(:)2 =2b als P op de onderste hyperbooltak ligt.
Net zoals bij opgave 51 leiden beide gevallen tot dezelfde vergelijking. (hieronder wordt het eerste geval uitgewerkt)

/XZ +(y+ C)Z =2b+ X2 +(y - (:)2 (kwadrateren)

2. 2 2 4 2.2 2.2 2 2.2
)(2+(y+(:)2 4b2+4b\/x2+(y c)2+x2+(y c)? cCy©—2b%cy +b" =b"x" + by -2b°cy + b%¢
2 2 —b2x?% + %)% — b%y? = p2c2 - bt
x% 4+ y% 1 2cy +c? = 4b% + 4D+ X% + yP —2cy + P 4 4
) - 22 1 (2~ b2)y2 = B2(2 - bP)
4cy — 4b% = 4b\x% + (y - €)? (delen door 4) , Y
5 > > Stel ¢ - b° = a“. Dit geeft
cy — b = b\ x“ +(y —¢)° (kwadrateren) 5 2 2.2 2,2 2y
c2y? —2b%cy + b* = PP (x% + y? —2¢cy + c°) b +a%y" = a"h® ofwel 7 -9z =-1
2
a=2, c=3=b?=c?-a?=9-4=5.bus % - L =1. 53d
2 a2 e c=5enb’=c?-a®=25-a°=
_ - - XY
b=3, c=4=a"=c¢ =16-9=7.Dus =5 1. 275_25 1 ofwel (25—a ) 02y2202(25—02).
2
a =4 (en de toppen op de hor. 05) =>4z —% =1 (4, 3) voldoet = (25— a?) - 42 —a® .32 = a?(25-a%) =
(12, 4) voIdoeTgeefT—— s =1 [[FIE 3 420_16”22_9”2:25”2 _2"4 ,
6 } 5 " a* —50a? + 400 = 0 = (a® —10)(a® - 40) = 0.

9—?—12—?——82819 =16 = H° =2. 2 2 _ 2 _ 2__ _

, 10=>b“=15ena“=40= b 15 (voldoeT niet).

.o . y _

De vergelijking van de hyperbool 'S%_T_l' De vergelijking van de hyperbool is 10 E =1

Eén van de brandpunten van de hyperbool is het middelpunt van de richtcirkel, dus (-4, 0) is een brandpunt.
Brandpunt (-4, 0) en top (3, 0) liggen op de x-as, dus het middelpunt van de hyperbool op de x-as. (maak een schets)
De top (3, 0) ligt op afstand 1 van de cirkel en van het tweede brandpunt, dus het tweede brandpunt is (4, 0).

De brandpunten zijn (—4, 0) en (4, 0) (c = 4), dus het middelpunt van de hyperbool is de oorsprong.

2
De vergelijking van de hyperbool is van de vorm Z—: —% =1

a =3 (de toppen zijn (-3,0) en (3,0)) en c=4 = b2 =c? —a® =16-9=7 = b=17.
Richtcirkel: x2 +y2 +10y -39 =0 ofwel x? +(y+5)2 ~25-39=0 ofwel x2 +(y+5)2 =64.

Eén van de brandpunten van de hyperbool is het middelpunt van de richtcirkel, dus (O, —5) is een brandpunt.
Brandpunt (0, —5) en top (0, 4) liggen op de y-as, dus het middelpunt van de hyperbool op de y-as. (maak een schets)



56a

56b

57a

57b

58a

58b

58¢

59b
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De top (O, 4) ligt op afstand 1 van de cirkel en van het tweede brandpunt, dus het tweede brandpunt is (O, 5).

De brandpunten zijn (0, —5) en (0O, 5) (c =5), dus het middelpunt van de hyperbool is de oorsprong.
2
De vergelijking van de hyperbool is van de vorm :—22 —% =-1

2
b =4 (de toppen zijn (0, —4)en (0,4)) en c=H= a®=c?-b?=25-16=9. Dus de vergelijking is %2 —)1/—6 =-1.

2 2
3x%- 5y2 =30 ofwel )1(—0 - ’% =1 (= toppen en brandpunten op de hor. as en de x-as en de y-as zijn symmetrieassen).

a®> =10 (a=10)en b? =6 (b=6) = c® =a® + b°> =10+ 6 =16 (c = 4).
Dus de toppen zijn (-V10, 0) en (+/10, 0) en de brandpunten zijn (-4, 0) en (4, 0).

x+y=8@ [x=8-y® ~2y° - 48y +162=0
3x25,2-300@  |3x2-5,2-300 y?+24y-81=0
©in® = 3(8-y)° -5y°=30 (y+2277)(-y_93)20 8+27 =35
_ 2\_r,2 _ y=—¢e/In® =x=8+c/=
3(64 16y+y2) 5y2 30 | y=3in® = x=8-3=5,
192 - 48y +3y“ -5y —30 = 0 hiernaast verder De snijpunten zijn (35, —27) en (5, 3).

A(5,2)vo|doe'r:p~52—q~22:80:>25p—4c7:80.

B(10, - 8) voldoet = p-10% — g -(-8)? = 80 = 100p — 64¢ = 80.

25p-4g=800 |x4| [100p-16g=320©

{100,0—64:7:809 x1 :{100;7—644:809
48g=240=¢g=5in® = 25p-20=80=25p =100 = p = 4.

2
p=4en g=5= hyperbool 4x% - 5y2 =80 ofwel ’5—; - % =1 (= toppen en brandpunten op de horizontale as).
a® =20 (a =20 =25) en b% =16 (b=4) = c® = a® + b*> =20 +16 =36 (c = 6).
Dus de toppen zijn (-2v/5, 0) en (2./5, 0) en de brandpunten zijn (-6, 0) en (6, ).

2_5,2_ 2 _y?_ R
3x _Zy =12 ofwel XT 6 =1 Flotl Fletz Flots ; . ; ;
(toppen en brandpunten op de hor. as en QEEECEXZM_E‘)
de x-as en de y-as zijn symmetrieassen) sHe= — — AN '
a®=4=de toppen zijn (-2, 0) en (2, 0). e |GHN """"""""""""
Zie de schets hiernaast. Gebruik de symmetrie. xi; feit ........................
(zie TABLE op de GR)

m :% geeft k: y :%x. 58d m=2 geeft k: y =2x. 5
y=2x0 R A
y=¢x0 2 2 A
252 2_17@ 3x°-2y“ =120 : : : :
03’_‘ é AT ©in @ geeft 3x°-2.(2x) =12 |1 r
|2n 7zgezf’r 3xc-2- (gx) =12 3x2 _8x2 =12
3x _EX =12 _5X2 =12 'L"- "A“""l-""d‘"--
%XZ =12 x% = —%2 (er zijn geen reele oplossingen).
X2 = 12~325 —4.25-100 Dus y =2x heeft geen shijpunten met de hyperbool.

x=-10=y=0.-10=6--2=-12enx=10= y =£.10 =62 =12. De snijpunten zijn (-10,-12) en (10,12).
y=% y=% ip i

De toppen zijn T;(-a, 0) en T,(a, 0).

Vanuit T,(a, O) verticaal omhoog naar de asymptoot
betekent de lijn x = a snijden met de asymptoot 4: y = %x.
Dit geeft y = g -a=b= 5(a, b). Dus d(T,, S) =b.

De verticale afstand van een top tot een asymptoot is b.

2 2
De asymptoten van % —% =-1zijndelijnen y = %X eny= —%X.




60a
60b

60c
60d
60e

6la

61b

62a

62b

62c

62d

63a
63b

63c

63d

64a

64b
64c

65

Hyperbool met a = 4 en b = 3. Dus de asymptoten zijn y =3 x en y = -3 x.
16x2 25y2 400 ofwel X — o —1: a=5 en b =4.Dus de asymptoten zijn y = fx eny= —%X.

x%-9y° +9=Oofwe|%2—yT:—1:>a 3 en b =1. Dus de asymptoten zijn y = Xeny——%x.

a=4enc=5=b°=c?-a>=25-16=9= b= 3. Dus de asymptoten zijn y = xeny——%x

b=2enc=3=d°=c? b2 9-4=5= a=+/5. Dus de asymptoten zijn y = % :gx 5eny:—%Xx/5.
2

b_1 _ y _

2=3=a=2binvullenin % ——b— 1 geeft 4—172—?—1.

(10, 4)||g‘ropdehyper‘boo|:>i%g 2‘;_1:»; 16 - 1:»7_1:1;2 9=b=3ena=2-3=6.

X—Z———lheef‘r‘roppen( 6,0) en (6, 0) en brandpunten (c? =36 + 9 = 45 = ¢ = /45 = 3.5) (-3./5, 0) en (3v/5, 0).

62

De asymptoten van een hyperbool zijn y = X eny=-— fj’ x.Dus als b =a dan zijn de asymptoten y =x en y =—
Het product van de r'lch‘rmgscoeffluen‘ren vany=xeny=-xisl--1=-1.
Dus de asymptoten staan dan loodrecht op elkaar en is de hyperbool een orthogonale hyperbool.
2
Ay x%- y2 =2 of XTZ - y? =1 (brandpunten en toppen op de hor. as) = a = b = \/2. Dus 4, is een orthogonale hyperbool.
a=b=\2enc?=a®+b?=2+2=4=>c=2.
De toppen zijn (—/2,0) en (/2,0) en de brandpunten zijn (-2, 0) en (2, 0).
a=3en h,isorthogonaal = a=b=3en c® =a®+b%>=9+9=18=c=-/18 =3.2.
De brandpunten zijn (-3v2,0) en (3V2, 0).

2
hy: ’;—:—%:ldoor (4,1):%—#:12%:@(:2:15. Nu is ¢ = a® + b% =15 +15 =30 = ¢ =/30.

A6, )= =3P+ =y = [(x-0F +E-2F.
N + + -
M(-2, - 2) is het middelpunt van ¢ en de straal van cirkel ¢ is 4. dhelg’ ™ A W Yz
[ n RROF | ERROR
(P, )= d(P, M)-d(M, &) =\(xp —xm)? +(yp - ym) 4 =[x+ + (2427 - 4. b g | g
Kl )
B Y2333 | 43333

£
Voer in op de 6R: y; = d(P, F)=\[(x ~22 +(Z -2 eny, = d(P, )= \[(x + 2 +(Z+2f ~4. I3

In de tabel (TABLE) op de GR zie je dat d(P, F)=d(P, ¢) voor x > O (in het eerste kwadrant) = £ op hyperbooltak.
Gegeven zijn het punt P(x, %) op de grafiek van 7 (voor x < 0),

Flokl FlokE Flotd
SRR+ Z DB+ (2
WEZaE

2
SR CR=20E+ (2
W=2)E =g

=
s

het punt F(-2, —2) en de cirkel ¢ (x —2)% +(y — 2)% =16 met middelpunt (2, 2).
Er geldt: d(P, F):\/(XP—XF)2+(y,o—y/:)2 :\/()(+2)2+(%+2)2 W=l _1>§ :'1
_ _ 2 2 4. 2.2 o2 3|
en d(P, c)=d(P. M)~ d(M, c)=\(xp —xy)2 +(yp —ym)? —4=\(x -2 +(2-2)? -4, il
H

W mAr
e
W T

et
(LW e

Rcxxd
Voer inop de 6R: y; = d(P, F)=\[(x +22 +(Z+2f eny, =d(P, )= [(x ~2% +(Z -2 -4 ™

In de tabel (TABLE) op de GR zie je dat d(P, F) =d(P, ¢) voor x <O (in het derde kwadrant) = £ op hyperbooltak.

2
De hyper‘bool is van de vorm A;: "’—2 % 1 (bekijk de ligging van A tussen de asymptoten) met Q =3 ofwel b =3a.
a
Loy 9. 45 159 5 1.4 _1542-45q=2 2=
Dus > 3a )2 door A(3,35) = =Szt l=2 g p=l= =1 a®=4=a=2enb=3-2=6.
2
x2_y _
Een vergelijking van de hyperbool is A;: -5z =1.

c2—a +b%=4+36=40=c=+/40 = J_ 0. De brandpunten zijn (-2+/10, 0) en (-2+/10, 0).

2
hy: ’V—z—lmefa b=2J10 = Ay r_ -1,

24*040

QN‘X

Deze opgave mag je overslaan (ontzettend veel werk en het gaat eigenlijk om wat je afleidt) als je maar onthoudt:
de raaklijn in een punt op de hyperbool kun je direct opschrijven met de methode van halfsubstitutie.
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66a De raaklijnin A(3, —1) is 3-3x -5-—y =22 ofwel k&: 9x +5y =22.
-10y

66b  De raaklijn in B(-7, —10) is ’7—)(—4—0 1 ofwel —+— 1 ofwel —-2x+y=4.

De normaal in B(-7, —-10) is x +2y =-7 +2--10 ofwel n x+2y=-27.

67a De poollijn van A(2, —2) t.0.v. de hyperbool is 2x — 8- -2y =28 ofwel x + 8y =14,

x+8y=140 x=14-8y© 2_ _
{ 2_8y?-28@ {2—8 2_28@ A
y x° -8y (r-Dly-3)=0
©Oin® = (14— 8y)2—8y2 28 |1#* 19| y=1in® = x=14-8=6eny=3in® = x=14-24=-10.
196—224}’+64}’ _ y =28 :4* L -2 Raaklijn in (6, 1) is 6X—8y:28 ofwel 3X—4y:14.
Raaklijn in (10, 3) is —10x —24y =28 ofwel bx +12y =-14

56y2 —224y +168 =0 (hiernaast verder)
67b De poollijn van B(1, —1) t.0.v. de hyperbool )1(—22 v =1 ofwel 2x% - 3y =24 is 2x +3y =24.

8
2X+3y 240 2x=24-3y®© y2-48y +176=0
2x2_3y2-24@  |4x%_6y% - 480 (y -4y -44)=0
©in® = (24-3y)2 —6y2 = 48[** 5?,E_y 4in® =2x+12=24=>x=6en
576 144y +9v2  gy2 _ag PV aq| y=44in @ =2x +132=24 = x =54,
2 yezy y.— n Raaklijn in (6, 4) is 12x —12y =24 ofwel x —y =2.
3y© —144y +528 = 0 hiernaast verder Raaklijn in (-54, 44) is —108x —132y =24 ofwel 9x +11y = -2

68a De raaklijn in (raakpunt) A(x 4, y 4) aan de hyperbool is (met halfsubstitutie) x4 - X — aZyA -y =-80.

_ a2
Deze raaklijn valt samen met A: x + y =10 = % = % = % =-8.

Uit 24 =_8 volgt x4=-8en -8+y,=10= y4=18.
1 Ve Ve

_ a2
Uit %=—8eny/t 18 volgt —a®-18=-8= _%_é

68b De raaklijn in (raakpunt) B(xg, yg) aan de hyperbool is (met halfsubstitutie) bZXB -x—8yp -y =100.

b’xs _ -8ys _ 100 _
3 =3 —10°-10

Uit 2/ =10 volgt —2y =10 = yg =5 en 3xg ~20 =10 = x5 =10,

Deze raaklijn valt samen met A: 3x —4y =10 =

=10 en xg =10 volgt 6% -10=30 = b? =

69a De raaklijnen k& en / hebben een vergelijking van de vorm en y = x + b (rc =1) ofwel x — y =-b.
Noem het raakpunt is A(x4, y,4). Dit geeft (met halfsubstitutie) raaklijn x4 - x -3y 4 -y =24.
b= A :%—%. Uit 2= 3s

Deze raaklijn valt samen met x — y = 1
Dus voor het punt A geldt x =3y @ en x? —3y =240

Oin® = (3y)?-3y2=24=9y°2 32 =24=6y° =24= y? =4 = y =12
y=-2in® =x=-6eny=2in® = x=6. Dus de raakpunten zijn (-6, —2) en (6, 2).

volgt x4 =3y,4.

69b De raaklijnen (rc = ) hebben een vergelijking van de vorm en y = X + b ofwel 3x -5y =-5b.
Noem het raakpunt is B(xg, y). Dit geeft (met halfsubstitutie) r'aakh jnxg-x-3yp-y=24

i By-_pXe e _ 24 it Xe e
Deze raaklijn valt samen met 3x -5y =—-b = = === = 5. Uit 5 -

Dus voor het punt 8 geldt: xp = 9% Qenx?-3,°=-24@

: 9ye+\2 2
0m92(%) -3y :24:%)/2—3)/2:2422—65}/2:242%)/ =4=y%-100= y = +10.
y=-10in® = x=-18 en y =10 in ® = x =18. Dus de punten zijn (18, —10) en (18, 10).

3 :% volgt xp =

70a  3x%-y? =71 ofwel )512———1 Dus a° 71 ,b?=Tlenc?=a®+b° = 7?1+71:%~71+1~71:%~71.

a—\/i—J%%n—lx/menc—\/i—,[ 71—2\/T

De toppen zijn (—f\/21 O)en (1 +213,0) en de bmndpun'ren zijn (—f\/21 ,0)en ( \213, 0).

70b De asymptoten zijn y =2 b x en y=- x dus y = £ %XzX\/g en y =—x+/3.

5 3

&‘
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70c De raaklijn in A(5, —2) (met halfsubstitutie) A 3-5x — -2y =71 ofwel & 1Bbx +2y =71.

70d De raaklijn in B(12,19) (met halfsubstitutie) m: 3-12x —19y =71 ofwel m: 36x —19y =71 [IS1Z+38+15 |
Dus de normaal in B(12,19) n: 19x +36y =19-12 + 36 -19 ofwel 4: 19x + 36y = 912. n

70e De raaklijnen p en ¢ hebben een vergelijking van de vorm en y =2x + b (rc = 2) ofwel 2x — y =-b.
Noem het raakpunt is C(x, y). Dit geeft raaklijn (met halfsubstitutie) 3x, - x -y, -y =71.
Deze raaklijn valt samen met 2x -y =-b = 3% = % :Z—é. Uit 3% = ny volgt 2y, =3x, =y, = %X€~
Dus voor het punt ¢ geldt y :%XO en 3x2 —y2 =710

oin® :3)(2-(%)()2 =7133x2—%x2=71:%)(2 =71= x2 =i~71=§%-71:)(=i%\/213.

3
71 De poollijn van A(1, %) t.0.v. de hyperbool is x —2y = ¢ (gegeven) en (met halfsubstitutie) 1- x — a° % y=6.
Deze lijnen zijn dezelfde als %: %% = % Uit %: ? volgt %az =2= 4% =10 enuit %:% volgt ¢ =6.

Dus voor de snijpunten van de poollijn met de hyperbool geldt x =2y +6® en x°> —10y? =6 @
QOin®=(2y+6)°-10y° =6=4y? +24y +36 -10y° =6 = -6y° + 24y +30=0= y° 4y -5 =0.
Dus (y -5y +1)=0=y=5in@® =>x=25+6=16eny=-1in@® = x=2.-1+6=4.

De snijpunten van de poollijn met de hyperbool zijn (16, 5) en (4, -1).

720 4x%-y?+8x+4y-15=0 a® =1 p*=15 = +p?=3.15=1.5.5.3,
4x% +8x-y? +4y-15=0 Het middelpunt van de hyperbool is (-1, 2).
4()(2 +2X)—(y2 _4y)_15 -0 De toppen zijn (-1 -1+15,2) en (-1+1+15, 2).
4((x+1)2 —1)—(()/—2)2 _4)_15 -0 De brandpunten zijn (—1—%\/5, 2) en (—1+%\/§, 2).

Ax+1)°-4-(y-2°+4-15=0
4x+1)°—(y-2)°>=15

4(x +1)° _(y—?-’)2 -1
15 15

72b De asymptoten (door het middelpunt van de hyperbool) zijn y —2 = %(X +l)eny-2= —%(X +1),
_A15 _15 _ _ _ _
dus y -2 ——175()(+1)— G (x+D)=2(x+1)eny-2=-2(x+1) ofwel y=2x+4 en y =-2x.

2 15
72c Een vergelijking van de raaklijn in A(3, 9) (met halfsubstitutie) is
k4@ +1)(x+1)-(9-2)(y —-2) =15 ofwel A: 16x+16 -7y +14 =15 ofwel 16x -7y =-15.

73 De doorsnede heeft dan de vorm van een cirkel.

74a PF, ligtin V en V raakt de grote bol in /f = de lijn door P en A raakt de grote bol in A.

De lijn door O en P raakt de grote bol in A. PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de grote bol.
Raaklijnstukken vanuit een punt buiten een bol aan een bol zijn even lang = PA = PA.

Evenzo is te beredeneren dat PF, = PB.

PR =PA
PF, =PB
Bij een gegeven kegel en een gegeven (snij)vlak I/ liggen de bollen van Dandelin vast en daarmee

ook de punten A en B, dus AB is constant. Dus PA + PF, = constant en daarmee wordt voldaan

aan de definitie van een ellips zoals die op bladzijde 103 in theorie A gegeven is. Dus P ligt op een ellips.

74b }3P5+P5=PA+P3=AB.

75a PF ligt in V en V raakt de grote bol in /f = de lijn door P en A raakt de grote bol in A.

De lijn door O en P raakt de grote bol in A. PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de grote bol.
Raaklijnstukken vanuit een punt buiten een bol aan een bol zijn even lang = PA = PA.

Evenzo is te beredeneren dat PF, = PB.

PR =PA
PF, =PB
Bij een gegeven kegel en een gegeven (snij)vlak I/ liggen de bollen van Dandelin vast en daarmee

ook de punten A en B, dus AB is constant. Dus PF, — PA = constant en daarmee wordt voldaan

aan de definitie van een hyperbool zoals die op bladzijde 116 in theorie A gegeven is. Dus P ligt op een hyperbool.

75b }:P/—;—P/—]:PB—PA:AB.
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76a Een bol van Dandelin moet aan de kegel raken en aan het vlak V.
In een doorsnede door de as van de kegel en loodrecht op het vlak V
moet er dus een cirkel raken aan twee lijnen door de top van het kegelvlak.
Zie de figuur hiernaast. Dit kan slechts met één cirkel.
Er is dan ook slechts één bol van Dandelin.
76b £V, as) = a (gegeven) = ZL(V, W) =90° — « (zie figuur 11.24).

76¢ PF en PA zijn raaklijnstukken vanuit P aan de bol (zie figuur 11.24) = PF = PA.
76d Z(PA, as) = a (halve tophoek) = Z(PA, W) =90° - a.

o L I A =90 “} = L(PA, W)= £(PB, W).
Dus APAB is een gelijkbenige driehoek = PA = PB.
PB=d(P,s)

dP, F)= PA} = d(P,s)=d(P, F)= P op de parabool met brandpunt £ en richtlijn s.

PA=PB

77 T: een parabool door het ontbreken van een term met x2.

IT: een cirkel door de gelijke coéfficiénten van (getallen véér) x% en y2.
2

en y2 (beide met een + teken).
2

IITI: een ellips door de gelijke tekens van de coéfficiénten van x

IV: een hyperbool door de verschillende tekens van de coéfficiénten van x% en y? (éénmet + teken en één met — teken).

78a y2 —6x+8y +28=0 is een parabool
(y+4)%-16-6x+28=0

(y +4)° =6x-12 =S

(y +4)* =6(x —2). De top is (2, —4); het brandpunt is F(2+3, —4)=F(31, —4) en de richtlijn x =2-3 =1.
78b x2+9y2+2x—8:0 is een ellips

(x+12-149y2 —8=0 a=3 b=lenc?=a?-b>=9-1=8=c=-8=212.

(x+12+9y2 =9 Het middelpunt van de ellips is (-1, 0).

ety v = De toppen zijn (-4, 0); (2, 0): (-1, —1) en (-1, 1).

% +yT =1 De brandpunten zijn (-1-2+v2, 0) en (-1+ 22, 0).
78¢ x2—9y2+4x—5:0iseenhyperbool a=3 b=lenc?=a?+b?=9+1=10= ¢ =+10.

(x+2)°-4-9y°_-5=0 Het middelpunt van de hyperbool is (-2, 0).

(x +2) —9y2 -9 De toppen zijn (-5, 0) en (1, 0).

2Py De brandpunten zijn (-2 -+/10, 0) en (-2 ++/10, 0).

g ~1-L De asymptoten zijn y = %(X +2)eny= —%(X +2).

79a 4x% 4+ 4y2 +2x-12y -15=0 is een cirkel

X2+%X+Y2—3}’—%=0 LAIE+3 4+ 15 4+Fr

(X+1)2_L+(y_§)2_2_§:oac o716

4) "16 2/ T4 4 ]

(x +%)2 + (y—%)2 :%. Het middelpunt is (—%, %) en de straal is \/% :%\/9_7.
7% 4x% 4+ y2 -8x+8y+16=0 is een ellips 79c x? —y2 +4x +8y —20=0 is een (orthogonale) hyperbool

4(x%-2x)+y? +8y +16=0 x?+4x-y?+8y-20=0

2 2 —
4((x 12 -1) +(y + 4% 16 +16 =0 (x+2)"-4-(y"-8y)-20=0

(x +2)% —4—((y -4)°-16)-20=0
(x+2)°—4—(y—-4)%+16-20=0
(x+2)° ~(y-4)* =8

4x-12-4+(y+4)2%=0
A x-12+(y+4)° =4
M+M:1

i z 7()(32)2_70"84)2:1, oa?+b?=8+8=16=c=4
a=1 b=2en ?=b?-a%=4-1=3=c=43. Het middelpunt is (-2, 4).
Het middelpunt van de ellips is (1, — 4). De toppen zijn (-2 - 242, 4)en (-2 + 242, 4).

De toppen zijn (0, —4): (2, -4): (1, ~6)en (1, -2).  De brandpunten zijn (-6, 4) en (2, 4).
De brandpunten zijn (1, -4 -+3) en (1, -4 ++/3). De asymptoten zijn y —4=x+2en y -4 =—(x+2).
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Diagnostische toets

%p =8 = p =16 (met de opening naar rechts). Dus de parabool y? = 32.x.

%p =6-10=-4 = p = -8 (met de opening naar links). Dus de parabool y2 =-16(x —10).
p=4--6=10 ende top is (-1, 2) (met de opening naar rechts). Dus de parabool (y — 2)2 =20(x +1).
%p =3-4=-1= p=-2 (met de opening naar beneden). Dus de parabool (x — 8)% = —4(y - 3).

T 13,5
y2 10y =2x +1 y2=2x —InC189) o (52 _p(x+13),
(y- 5)2 25 -2x+1 de top (0O, 0) de top (-13, 5)

5 het brandpunt (%, 0) het brandpunt (-12%, 5)
(y-5) =2x+26 de richtlijn x = -1 de richtlijn x = -131
(y- 5)‘2 =2(x +13). hiernaast verder de as y = O (de x-as) deasy =5
y= éXZ +2x-4
éxz +2x=y+4

Ti 12
x% +16x =8y +32 x2=gy (81D o (182 -8(y+12).
2 _ de top (O, 0) de top (-8, —12)
—64 = 2 P
(s 8)2 6 By +3 het brandpunt (0, 2) het brandpunt (-8, —10)
(x+8) =8y +96 de richtlijn y = -2 de richtlijn y = -14
(x + 8)2 =8(y +12). hiernaast verder de as x = 0 (de y-as) deas x =-8

a——llean -6 = p=-3 geeft k: y:—11X+ 3112)/ —11X+ 3-Dus ki y = —1%X+1.

Raaklijn / in A(—l%, 3) 3y:—3x—3-—1% (delen door 3):>y:—x+1%. Dus /i x+y :1%.

De raaklijn in B(-6, 6): 6y =-3x —3--6 (delendoor 3) = 2y =—-x +6 = x +2y = 6.

Dus de normaal 7: 2x — y = ¢ door B(—6,6) = -12-6=c=>-18=c. Dus m: 2x — y =—

De poollijn van P(2, —2) t.o.v. y? =—6x @ (y-y = -3x -3x) is -2y :—3X—6:>y:%x+39.
De poollijn snijden met de parabool geeft de raakpunten. @ in @ geeft dan:

Gx+3P =—6x=2x%+9x+9=—-6x=x° +15x+9=0=9x% +60x +36=0=

3x% +20x +12=0 met D =20% - 4-3-12 = 400 — 144 = 256 = /D =16.

X :7’206’16 = ’26 =-6in @ geeft y =—6=my: —6y =-3x+18 ofwel my: y = X 3.

X=%=‘6 ’—Zln@geeﬁy 2= mp: 2y =-3x -2 ofwel mp: y = —11)( 1

2
Ellips met a=3 en b=2:>%2+y7=1.

2
Ellips met middelpunt (4, 3):»‘* 4y %:1.

(4,2) is een top en (4, 3) het mlddelpum‘ = b=[2-3 =1 llios (x -4y . (y -3)? _1
(6, 3) is een top en (4, 3) het middelpunt = a=|6-3|=2 = elip 4 o

2
(6, 2) en (10, 2) zijn toppen, dus (8, 2) is het middelpunt = *=—~— (X 8) (beZ) =1
2a=10-6=4=a=2
c=8-7=1en = ellips

2 o2
(X*48) +(,V 2) -1
P=a® P2 = p2=a?-c?=4-1-3

3

2
(-1, 2) en (-1,10) zijn de brandpunten, dus (-1, 6) is het middelpunt = (X+1) (y 6) =1.

b2

2c=10-2=8=c=4 (X+1) (}’ 6)2
?=b%-a% =>16=b%-a° = b° =a‘2+16}:>e”IPS a? * a+16
(x+172  (y-6)% _

7t aziie - 1 door (0,6+15) 1642 +16 = a* + 1642
2, By a*=16
a®  a®+16 2 .
1., 15 4 a“ =—4 (voldoet niet) v a® =4 (voldoet)
: =

a®  a®+16 L (1P Lr-6° 6)
02 +16+1502 202(02 +16) 2 Dus de e”lps IS ) 20 =1
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Déa

D7a 2
D7b

D7c

D7d

D8a 2
D8b =

D8c 2

x%+y? —4x+2y-11=0
(x=2°%-4+(y+1)°-1-11=0

(x —2)2 +(y +1)% =16. Dit is de cirkel met M2, —1) en r = 4. Verder is d(M, F) =2~ 2)2 +(1—-1)2 =& =2.
Omdat d(M, F)< 4 ligt F binnen de cirkel en is de conflictlijn een ellips met brandpunten M(2, —1) en F(2, 1).

G2y
Dus het punt (2, 0) (midden tussen de brandpunten) is het middelpunt van de ellips = ellips: i 1
dP,R)+d(P,R)=réndP,R)+d(P,R)=2b=>r=2b=4=b=2.
b=2, c=1len 2 =p>-4a° (de verticale as waar de brandpunten op liggen is de lange as) = a®=b%-c?=2%2-1%2=3,

2 2
Dus een vergelijking van de conflictlijn (de ellips) is (x-2)7 _yT =1

3
4x2+9y% +32x-18y -71=0 D6bE  6(x +3)% +(y-2)% =30
4(x% +8x)+9(y% -2y)=T71 L 3, (y3—02>2 _1
2 2 _
4(x+ 42 -16))+9((y 1% -1) =71 Ellips met middelpunt (-3, 2); a? =5 en b2 = 30.
4x +4)° -64+9(y -1)°-9=71 Dus c® =6%-a°=30-5=25=c=5.
4(x +4)% +9(y —1)% =144 [19474 26 Toppen: (-3-+/5, 2); (-3++/5,2); (-3,2-+/30) en (-3,2++/30).
(x+42  (y-17 1 1449 16 Brandpunten: (-3, —3) en (-3, 7).
36 116 n

Ellips met middelpunt (-4, 1); a® =36 en b =16.
Dus ¢® = a® - b® =36 -16 =20 = ¢ =+/20 = 2./5.
De toppen zijn (-10,1); (2,1); (-4, —3) en (-4, 5).
De brandpunten zijn (-4 —2+/5,1) en (-4 + 245, 1).

De raaklijn in A(6, —1) is (met halfsubstitutie) &: 6x —10y = 46 ofwel k: 3x -5y =23.
De raaklijn in B(2, 3) is (met halfsubstitutie) m: 8x + 36y =124 ofwel m: 2x + 9y =31.
Dus de normaal in B(2,3) is n: 9x -2y =9-2-2-3 ofwel m: 9x -2y =12.

De poollijn van P(17 &, —3) t.o.v. de ellips (met halfsubst.) is p: 25-17 & x —27y =5625 ofwel p: 145x — 9y =1875.
145x -9y = 18750 9y =145x-1875©
{25)( +9y2-56250 {225)(2 +(9)°=9-56250 4

© in® — 225x? + (145x —1875)? =50625 e 21625
2 2 145*'18?5":% 4z7sa|  [1236/236 as 55-5 17
225x° + 21025 -543750x +3515625-50625 sors: Y ormame S Lirsss i
21250x° -543750x + 3465000 =0 N 51562550625 T T4650RE. 250 13268-5
ZdESHER 138608 2772
17x% —435x +2772=0 n n n
D= ( 435)2 4.17.2772 =729 = \/— 27 4 35— 4*1?*2??229 C435-27 234 vFrac| ((4354+27 2734 vFrac| 3EE-15 -9
roTzan 17 231-17| |135-15
x = 4325 1727 403 =12in® = y =15 . 27| |¢145Ans-1875) /5 | (145 Ans—1878) /36| | 9
-15 188,17 i
X =%— "'3642 —@ in® = y= 180 N ] e sz -
De raaklijn in (12, —15) is (met halfsubsh’ruﬁe) 300x -135y =5625 ofwel 20x -9y =375. 2231015
De raaklijn in (331, 180) is (met halfsubstitutie) 22:23L x — 2180 — 5625 ofwel 385x —108y = 6375. :*18@/15 183
De raaklijn in A(x 4, y4) is (met halfsubstitutie) 3XA X +5yA y =32
De raaklijn is ook van de vorm y = —5)( +b ofwel 3x+5y =5b. Dus 3’;” =5% = %.
=y®
Vit 3X” = Sy" volgt 15x 4 =15y 4 = x4 = y4. Dus {X Y

3x% +5y2 =320

Oin® = 3y +5y2=32:8y =32:y =4 y=

y=-2in@® = x=-2eny=2in® = x =2 Dus de raakpunten zijn (-2,-2) en (2,2).
De raaklijn in (-2, —2) is (met halfsubstitutie) —6x —10y =32 ofwel 3x +5y =-16.

De raaklijn in (2, 2) is (met halfsubstitutie) 6.x + 10y = 32 ofwel 3x + 5y =16.

ofwel

a=5, c=6enb?=c? - q? =36-25-11= %> - ¥ 1 ofwel 11x? - 25y2 — 275, 1252 - 452 ~108

T
2
a=1 c=3en bz=62—02:9—1:8:>XT2—%=10fwe| 8X2—y2=8.

a =3 door (12, 6):122 %:134.4_%:1315:%3192:36: 12 -2,4 Dus




D9aE  A(10,1) voldoet aan px? — gy? =160 = p-10% - ¢ 12 =160 = 100p — ¢ =160 ®
B(20, - 4) voldoet aan px? — gy? =160 = p- 400 - g-16 =160 = 25p — ¢ =10 ofwel g =25p-100
®in® = 100p - (25p -10) =160 = 100p - 25p +10 =160 = 75p =150 = p =2 in @ = ¢ =25.2-10 = 40.

D9 & p 2 en ¢ = 40 geeft hyperbool 2x% - 40y =160 ofwel x2 —20y2 80 ofwel x° yT 1.

=80, PP=denc?=a?+b2-80+4=84.Dusa=80=+4-4.5 4\/_6|"|C V84 =421 =2./21.
De toppen zijn (-4+/5, 0) en (44/5,0). De brandpunten zijn (- 24/21,0) en (2421, 0).

DIcE x=2y-72@ invullen in x2 —20y? =80 geeft

(2)’—72)2—20}/2 =80 2T 2T . SEG 16 s y= —182—40 :_Tss__Zg v y==0421 —18+40 %:11
=29inN0® = x=2--29- 72:—130 en

4y? —288y +722 -20y% =80 | r2EmEn Staa|[ 018 a1 Y

fé ) 2:8++5104 yo 182-ak1x313 © 7 ) 11 in @ = x =2-11-72 = 50,

—oy - Yy = ]

De snijpunten zijn (-29, —130) en (-50, 11).
y? +18y 319 =0 met D =182 —4.1.-319 = 1600 hiernaast verder

D10a = 4x2-9y2 36ofwel————1:a J9 =3 en b=+/4 =2. De asymptoten zijn y = Xeny——%x.
D10b &2 Toppen (0, —4) en (O, 4):[3:4 Verderisc=5enc®=a’+b° =25=a°+16 =>a° =9 =a=3.
De asymptoten zijn y = fx eny ——gx

DllaE De raaklijn in A(3, —1) aan de hyperbool (met halfsubstitutie) is A: 9-3x —10--1y =71 ofwel 27x +10y =71.
D11b & De raaklijn in B(12, 3) aan de hyperbool (met halfsubstitutie) is m: 12x —12-3y =36 ofwel x -3y =3.
Dus de normaal in B(12, 3) aan de hyperbool is 7: 3x +y =3-12+3 dus 7: 3x + y =39.
DllcE De poollijn van P(4, —2) t.0.v. de hyperbool (met halfsubstitutie) is 4x —32- -2y =112 ofwel x +16y =28.
De raakpunten op de hyperbool zijn de snijpunten van de poollijn met de hyperbool.
x =-16y +28@ in vullen in x% —32y? =112 geeft
(-16y +28)% —32)% =112
256y% —2.16-28y + 282 —32y° =112

y=3in @ geeft x=-48+28=-20 en
y=1in @geeft x =-16 +28=12.
De raaklijn in (=20, 3) (met halfsubstitutie) is

224y° 869y +672=0 -20x -32-3y =112 ofwel 5x +24y = 28,
y2 -4y +3=0 De raaklijn in (12, 1) (met halfsubstitutie) is
(y — 3)(y — 1) = O hiernaast verder 12)( - 32 . ly = 112 Ofwel 3X - 8y = 28

D11d 2 De raaklijnen hebben een vergelijking van de vorm en y = —3%)( +b (re=3%="2)ofwel 18x +5y =5b.
Noem het raakpunt is C(x., y). Dit geeft raaklijn (met halfsubstitutie) 12x, - x -5y, - y = 88.
Deze raaklijnen vallen samen als 121;‘ = 755)" =88 it 12’;‘ = Sy‘ volgt —18y, =12x, =y, = 2 xg.
Dus voor het punt € geldt y = —%XG en 122 —5y2 -88@
©in® =12x°-5(-2x)°=88=12x* -2 x? -88= 88 4% =88 = x* = 2. . 88=9= x =43,
x=3in® = y=-2.3=-2ende raaklijnin (3, —2) (met halfsubstitutie) is 36x +10y =88 ofwel 18x + 5y = 44.

x=-3in® =y= —% -—3 =2 ende raaklijn in (3, 2) (met halfsubstitutie) is —36x —10y =88 ofwel 18x +5y = -

Di2al x2 +y2 +4x+2y+4=0s een cirkel
(x+2% —4+(y-12-1+4=0
(x +2)2 +(y—1)2 =1. Het middelpunt is (-2, —1) en de straal is 1.
DI2bE x2+8x +12y =0 is een parabool
(x+4Y2 -16+12y =0 P
(x +4)° =-12(y - 3). De top is (-4, 3); het brandpunt is F(-4, % -3)=F(-4, -2) en de richtlijn y =4 +3=13.
DI2c 2 1642 —9y2 +32x -128 =0 is een hyperbool
16(x% +2x)-9y? ~128 =0
16((x +1)? -1)-9y% -128 =0 a=3, b=4enc?®=a?+b?=9+16=25=¢=5.

2 2 B Het middelpunt van de hyperbool is (-1, 0).
16(x +1)" ~16 ~9y° ~128=0 De toppen zijn (4, 0) en (2, 0).

2 2
16(x -: 1) ;9y =144 De brandpunten zijn (-6, 0) en (4, 0).
(Xgl) _% =1 De asymptoten zijn y = %(X +Deny= —*(X +1).
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3x? +5y2 -30x +10y +50 =0 is een ellips
3(x%-10x)+5(y? +2y)+50=0
3((x-5)2-25)+5((y +1)? -1)+50=0
3(x-5)2-75+5(y +1)> -5+50=0
3(x-5)2 +5(y +1)> =30

(x=5P  (y+17 _
ot L

a=+10, b=6 en 2=a?-p2=10-6=4=>c=2.

Het middelpunt van de ellips is (5, -1).

De toppen zijn (5-+10, -1); (5++10, —1); (5, —-1-6) en (5, —-1+/6).
De brandpunten zijn (3, —1) en (7, -1).

Gemengde opgaven 11. Kegelsneden

X2+aX:ay—02

()(+%a)‘2—%a2 =ay - a®

G22cE {y:%ao
x%2+y? +6x-8y+16=00
0oin® :X2+%a2+6x—4a+16:0
XZ+6X+%az—4a+16:0(voor‘r‘akengeld'rD:O)
D=6°-4-1.(1a%-4a+16)
=36-a°+16a-64=-a°+16a-28=0.
a®-16a+28=0=(a-2)(a-14)=0=a=2 v a=14.

2p=a:>%p=%a

—
(X+%a)2 =a(y—%a).c>C>

(X+%a)2 =ay—%a2

De top is (—%a, 3a),
het brandpunt is F(—%a, a)
ende richtlijn y = %a.

2
(—%a,ia)op %2+%=lofwel op 3x2+4y2=24 G22dE2 A2, -2) oppa:>22+2a=—2a—a23

3:-(-1a)?+4 (3a)Y =24
1.2 9 2 _

3-220 +42-Ba =24

3 9 _

Za +Za =24

3a% =24

a®=8

a=\V8=2y2 v a=—/8=-22.

Een cirkel met middelpunt M(xy, yy) en straal
heeft als vergelijking (x — x4)% +(y — yy)? = r°.

Voor raakpunten op de y-as geldt x =0en y =y .

Dus (0— ) +(ym - ym)® = r? ofwel xy® = r®.

Door (3, ~2) geeft 3~ xy)* + (-2~ yy)* =r2.

Voor r geldt dus ré = XMZ en r? = (3—)(,1,1)2 +(=2 —)’M)Z-

az+4a+4:03(a+2)2 =0=a=-2.

Dus parabool p_5: x2-2x = -2y -4.

De raaklijn in A(2, —2) (met halfsubstitutie) is
2x -x—-2=-y+2-4 ofwel x+y=0.

De normaal in A(2, —2) (met halfsubstitutie) is
x —y=2+2 ofwel x — y = 4. (moet pool van P zijn)
De poollijn van P(xp, yp) t.0.v. de parabool
(met halfsubst.) iSs XpX —X —xp=—y —yp—4
ofwel (xp —Dx+y=xp—yp -4

Dus Zq=F =%

Vit

Ls=—1volgt —xp+1=1=xp=0.

Xp
Vit —lzﬁ volgt yp+4=4= yp=0.

Dus xy% = B-xy)2 + (2~ yy)? = xp? =9 —bxy +xy> + 4+ dyy + yy® = yu® +dyy —6xy +13=0.
Dus de middelpunten van alle cirkels die de y-as raken en door het punt (3, —2) gaan, liggen op parabool p.

y?+4y —6x+13=0
(y+2)%-4-6x+13=0
(y+2)%=6x-9

(y+ 2)2 =6(x—-1,5). T T(1,5; -2), brandpunt F(3, —2), richtlijn: x =0 en symmetrieas: y =-2.
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De poollijn van P4l 2%) t.0.v. de parabool y2 +4y —6x+13 =0 is (met halfsubstitutie)
2%y+2y+2-2%—3x—3~4%+1320 ofwel —3X+4%y+4%:0 ofwel 6x -9y -9=0 ofwel x=15y+150
Deze poollijn snijden met de parabool geeft de raakpunten.

6x -9y -9 =0 ofwel 6x =9y + 9 invullen in de (gegeven) vergelijking van de parabool geef+t
y2+4y-9y-9+13=0=y% -5y +4=0=(y-1)(y-4)=0=y=1v y=4

y=1in® = x =1,5+1,5=3. Raaklijn in (3, 1) (met halfsubstitutie) is k: y +2y +2-3x -9 +13=0 ofwel x -y =2.
y=4in® = x=6+1,5=7,5.Raaklijnin (7,5:4) is /: 4y +2y +8-3x-22,5+13=0 ofwel x -2y =0,5.

De poollijn van Q(xq, y@) t.0.v. de parabool y2 +4y —6x +13 =0 is (met halfsubstitutie)
yQy +2y +2yg —3x —3xg +13=0 ofwel (yg +2)y =3x +3xg —2yo -13.

Deze poollijn valt samen met y = -3x +20 = y01+2 = 33 :%8/0713.
Dus ypo+2=-len3xp -2y -13=-20= yp=-3en3xgp +6-13=-20= xg :—%3 enyg=-3.

y2 =2px (met x-as als symmetrieas) heeft top 7(0O, 0); brandpunt F(% p.0) enrichtlijn y = —%p.

y2 =4.x (met x-as als symmetrieas) heeft top T(0, 0); brandpunt F(1,0) enrichtlijn y =-1. @2p=4=p=2=1p=1)
De poollijn van C(x,, y) t.0.v. de parabool y? = 4x (met halfsubstitutie) is y,y = 2x +2x, ofwel x = %ycy -Xc.
Deze lijn valt samen met x =ay +1= %y; =aen —x, =1 Dus €(-1, 2a).

Deze poollijn snijden met de parabool geeft de raakpunten. Nu x = ay +1@ invullen in y? = 4x geeft

y2 :4ay+4:>y2—4ay:4:>(y—20)2 ~44° :4:()/—20)2 = 4(4? +1):y—20:i2m.
y:Za—Zm in @ geeft x =24° —2aa® +1+1 eny:20+2m in @ geeft x =24° +2a\a® +1+1,
Raaklijn in A(2a? - 2a\a? +1+1,2a - 2/a? +1) (met halfsubstitutie) is

/: (20—2\/02 +1)y = 2)(+2(2a2 —2aVa® +1 +1) ofwel /: (a—x/a2 +1)y =x+2a°-2aVa® +1+1=> rcy :%.
a—-~Na +
Raaklijn in B(2a® +2ava® +1+1, 2a + 2\ a® +1) (met halfsubstitutie) is
m (2a+2\/a2 +1)y :2)(+2(2a2 +2ava® +1 +1) ofwel m: (a+\/a2 +1)y = x+2a® +2aVa® +1+1= rem :%.
at+vNa +

11 1 _1__1pus/Lm.
a—\/a2+1 a+\/az+1 02*(02+1) -1

re ey, =

6x% +a’y? +12x -8a’y +10a° +6 =0

6(x% +2x)+a?(y? -8y)+10a% +6 =0
6((x+1)2—1)+a2((y—4)2—16)+10a2+6=o
6(x +1)%2 —6+a’(y - 4)% 164> +10a° +6 =0
6()(+1)2 +az(y—4)2 = 6a°

Het middelpunt van de ellips is (-1, 4).
De toppen zijn (-a -1, 4); (a-1,4); (-1, 4 -/6) en (-1, 4 +/6).
Het punt A(6, 4) is top

%4-%:1 a als —a-1=60of a-1=6, dusalsa=-7 of a=7.
a

B(-1, 3) is brandpunt (dus op de verticale as). 4_J6-a? =3 v 446-a2 =3
Dusa® <b?=6enc?=p>-a® =6-a’® = c=\6-d°. 6-a2 =1 v /6—02:—1(kanniet)

Met brandpunten: (-1, 4 —\6 —a®) en (-1, 4 + V6 — a°) a 6-a’=1=a°=5=a=-5 v a=5.
De poollijn van P(2, B) t.0.v. de ellips (met halfsubstitutie) is
12)(+5azy+6)(+12—4a2y—2002 +104% + 6 =0 ofwel 18)(+azy—10a2 +18=0.
Deze lijn valt samen met y = —6x + 4 ofwel 6X+y—4:0:>%:”T2:%2+18.
Dus ”T2:3 en %2”8:32# =3en -10a° +18=-12=ad%°=3en10a° =30 =a° =3 =a=-3 v a=+3.
y =—x —1linvullen in de (gegeven) vergelijking van de ellips (en dan O = O stellen) geeft
6x% + a?(-x —1)% +12x —8a®(-x -1)+10a% +6 =0
62 +az()(2 +2X+1)+12X+802X+802 +10a% +6 =0
6x2% +a°x? +2a%x +a® +12x + 8a°x +8a° +10a% + 6 =0 = (02 + 6)/\/2 + (10a2 +12)x + 1942 +6 =0.
D=(10a% +12)? — 4 -(a® + 6) - (194% + 6) =100a* + 24042 +144 — 4(19a* +12042 + 36)
=100a* +2404% +144 - 76a* - 4804% — 144 = 244" - 2404°.
D =0 geeft 2402(02 -10)=0=> a? =0 (vold. niet, want dan geen term met y?) v a®>=10=a=-+10 v a=410.
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De vergelijkingen van de raaklijnen in A en B zijn y = —%X +b ofwel 8x +3y =3b.
De raaklijn in R(xg, yp) aan de ellips (met halfsubstitutie) is 4xp - X + yp - y =25.

Deze lijnen vallen samen = —% A% _ Yo _25 vit 4X’° —%’3 volgt 8yp =12xp = yp =%X,Q.

8 3 3b°
y=5 3 x @ invullen in 4x2 + y? =25 geeft
42 +(3x)2 25161952 25525 ,2 25 X% =4 x=-2 v x=2.

x=-2in® geeffy=—3 met A(-2, —3) en x =2 in @ geeft y =3 met B(2, 3).

G626b & De poollijn van P(3%, 1) t.0.v. de ellips (met halfsubstitutie) is 14.x + y = 25.
De poollijn snijden met de ellips (geeft de raakpunten) = y =25 —14x @ in vullen in de vergelijking van de ellips.

G26cE

G270 2

627b

G27cE

G28a 2

628b

629 E

4x2% +(25-14x)% =25 25

225 14
4x2 + 625 -700x +196x2 =25 ¢ o145

200x% -700x +600=0=2x%-7x+6=0met D= (—7)2—42 6=49-48=1

523
-riEg
196

x=Tl-2in®=y=25-14.2-25-28=-3 v x=T71-3in@® = y-25-14.3-25-21-4

p)

De makth in (2, —3) (met halfsubstitutie) is m: 8x —3y =25 en de raaklijn in (%, 4) (met halfsubst.) is m: 6x + 4y =25.

Tr. (1,-4)

m8x-3y=25 ——=—"2p p: 8(x-1)-3(y +4)=25 ofwel p: 8x —-8-3y —-12 =25 ofwel p: 8x -3y =45.

Tr.(1,-4)

nbx+4y =25 ——— 2 p g 6(x-1)+4(y+4)=25ofwel ¢: 6x-6+4y +16 =25 ofwel ¢: 6x+4y =15.

y= —%X + 5@ invullen in 4x2 + 9y2 =72 geeft de snijpunten voor D> 0.
4x° +9(—%X+b)2 = 42 +9(3X2 —2-%X~b+b2) =4x% + 4x% _12bx +9b% =72

RG]
~dklBk -T2

8x2 —12bx +9b% 72 =0 met D = (~12b)? — 4 -8 (9b% — 72) = 14452 - 288b% + 2304 = ~144b? + 2 304.
D>0=-14462 +2304>0= 14462 -2304<0= b2 <16 = b <4 o -4<b<d. 7 e

b.

_126-D 12b+J— 12b—J5 126+\VD\_1 24b _12b _3
¥A=T16 YV XBT M= 2'( T )T2716 16 4

= X,
Mopy:—%x+b3y,ﬂ:—% 3b+b=-1b+b=1bDus M3 b, Sb).
3 . .o
M(%b, lb):(’;ﬂ):b(}/gjzﬂ(z). Dus M ligt op de lijn 3x +2y =0 ofwel y =%

Omdat —4 < b < 4 liggen de punten M op het lijnstuk tussen de punten (-3, —2) en (3, 2).

c (x+ 4)2 + y2 =36 is de cirkel met middelpunt M(-4, O) en straal 6.
d(A, M)=+/(4--4)2 +(0-0)% =82 + 0% =8 > 6, dus A ligt buiten de cirkel.

De conflictlijn is een hyperbool met brandtpunten M(—4, 0) en A(4, 0) (= ¢ = 4 en de brandpunten op een horizontale as).

2
Dus de oorsprong is het middelpunt van de gezochte hyperbool = de vergelijking is van de vorm )a(—zz —% =1

T(3,0) is een top van de hyperbool, want d(T', A)=d(T,c)=1=a=3 en b2 =c?-a?=16-9=7.

2 2
Dus de formule van de conflictlijn is % —y7 =1

d(O, M)=+J(4-0)% +(0-0)2 =42 + 02 = 4 < 6, dus O ligt binnen de cirkel.

De conflictlijn is een ellips met brandtpunten M(—4, 0) en O(0, 0) (= ¢ =2 en de brandpunten op een horizontale as).

Dus (-2, 0) is het middelpunt van de gezochte ellips = de vergelijking is van de vorm (X+2) ? =1

T(1,0) is een top van de ellips, want d(T, O) = a’(T c)=1=a=3en b2 =a°-c?=9-4=5

Dus de formule van de conflictlijn is (x ;2) = —1

LZ_LZZ_Q 2_ 2:_ ErEr] FEEE

7 = " pg ofwel gx© — py 53. A erea _ 576 | o _5?5

A(3, - 4) ligt op de hyperbool = ¢-9— p-16 = -53 ofwel 99 —16p =-53. |-s34e4 1924 s 441

B(-8,7) ligt op de hyperbool = ¢-64 - p- 49 = -53 ofwel 64¢ ~49p = -53.|8 rpmmraar 20 [zo1sr o

9¢- 16p=-530 x64) 5769 -1024p = -3392 s3azeaTE o 531645

64g-49p=-53 |x9| 7 |5769- 44lp=- 477 . e I =

-583p= —29152p=5394—16-5=—53:94=27:q=3.l
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2 2
G29bE p=>5en g =3= hyperbool % —% = 15 3 ofwel 3x2 ~5y% =53
De raaklijn in A(3, —4) (met halfsubstitutie) is 9x +20y = -53.

Dus de normaal in A(3, —4) is k: 20x -9y =20-3-9-—4 ofwel k: 20x -9y = 96.

629c E De poollijn van P(xp, yp) t.0.v. de hyperbool 3x% - 5y2 =-b3 is (met halfsubstitutie) 3xp - x —byp -y =-

.. 3xp, by, _
Deze poollijn moet samenvallen met 2x -y =2 = 2” =—f-= %

vit 3X/’ ’53 volgt 3xp =53 = xp = % enuit —% ’53 volgt —10yp =53 = yp =—25. Dus P(—f, _7)

630aE De poollijn van (0, —4) t.0.v. de hyperbool 5x% - 4y2 =16 is (met halfsubstitutie) 16y =16 ofwel y =1.
Deze poollijn snijden met de hyperbool geeft de gezochte raakpunten, dus y =1 invullen in 5x? - 4y2 =16.
Bx? —4=16=5x%2 =20 = x% =4 = x =+2. Dus A(-2,1) en B(2, 1)

630b 2 De vergelijkingen van de raaklijnen in de gezochte punten zijn y = X +b ofwel bx -4y =

De raaklijn in R(xp, yp) aan de hyperbool (met halfsubstitutie) is 5X,Q x—-4yp-y=16.

5'\’/2_—4}%_ 16
5 =3 = 4b3x/? YR

y =x invullen in /4 geeft 5x2 - 4x2=16=>x%=16=>x=-4 v x=4.De shijpunten zijn (-4, —4) en (4, 4).

Deze lijnen vallen samen =

630c = De poollijn van P(xp, yp) t.0.v. de hyperbool 5x? — 4y? =16 is (met halfsubstitutie) 5xp - X — 4yp - y = 16.

Deze poollijn moet samenvallen met x —4y =12 = Sxp _Arr _16_4

1 -4 127
Uit 5%:% volgt xp :% :% volgt yp :%. Dus P(%, %).

630d = Het punt R(10, 11) geeft met halfsubstitutie in 5x2 — 4y% =16 de lijn p: 50x — 44y =16.  Ewig=gsii
Deze lijn is raaklijn in het punt R(10, 11) als R(10, 11) op de hyperbool ligt. " 18

x =10 en y =11 invullen in 5x2 ~4=16 geeft =5-10% - 4-11% =16, dit klopt dus R(10, 11) is het raakpunt.

v
x2 - 4y =16 ofwel 2%~ —Y_ =1 (met dls mlddelpun‘r de oorspong) = a® & enb’=4=a= % enb=2,

De asymptoten zijn ¢ y:—Qxenr y==: Xaq bx+ay=0enr: bx—-ay=0.

Dusq.2x+fy—Oenr 2X—\/_y—00fwelq-x/_ x+2y=0enr:\5.-x-2y=0. -
VB-10+2-1 105,22 105,22 VB10-21] 108 20 10 & 20 [reEE oot
dR,¢)= St V5+22 end(R, r)= = :?\/3 . FEBETITTS

3°m

JBy+2? o

JoBye2 9

631a2 Cirkel=>a=2a-1=>-a=-1=a=1.
a=1= X2+y2+4x+2by+1:0
(x+2)° -4+ (y+b)’-b%>+1=0
()(+2)2 +(y+b)2 = b% +3 een cirkel als 6% +3 >0 = b2 > -3 en dat is voor elke b. Dus a =-1.

631b 2 Parabool=>a=0 v 2a-1=0=a=0 v 2a=1=a=0 v azé.
a=0= —y2+2by:O
-y(y+26)=0

y =0 v y=-2bdit zijn twee horizontale lijnen, dus a = 0 voldoet niet.

1
2

X2+4X+4by+%:
(x+2)° - 4+4by+1—
1

(x+2)° = —-4by + dit is een parabool als 6 # 0. Dus een parabool als a=5 A b#0.

631cE Hyperbool=a+0 en Za—1¢ 0 zijn tegengesteld van teken, dus a >0 A 2a-1<00f a<0 A 2a-1>0.

a>OA20—1<O:a>O/\Za<1:a>O/\a<% %

1

a=s= X2+2X+2by+%:0

n

=0<ac<
a<0 A 2a-1>0=a<0 A 2a>1heeft geen oplossingen.

Dus een hyperbool als 0 < a < %



